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FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



Les personnes quî veulent étudier la thëorîe des fonc- 
tions elliptiques ont certainement d'excellents ouvrages 
à leur disposition : les^ Fundamenta noua de Jacobi, les 
OEuvres d'Abel, l'ouvrage plus ancien de Legendre, sont 
des chefs-d'œuvre qu'il est bon d'avoir lus quand on veut 
approfondir la théorie des fonctions elliptiques. Le Traité 
des fonctions doublement pénodiques, de MM. Briot et 
Bouquet, résume aujourd'hui presque tous les faits acquis 
à la Science sur cette branche intéressante de l'Ânaljse; 
mais il n'existe pas de Traité, pour ainsi dire élémentaire, 
dans lequel on puisse prendre une idée suffisamment 
exacte de la théorie des fonctions elliptiques, sans cepen- 
dant l'approfondir dans tous ses détails. 

Nous croyons donc faire une chose utile en offrant 
aiix lecteurs des Nou\felles Annales une théorie des 
fonctions elliptiques résumant leurs propriétés les plus 
importantes, et leurs principales applications à la Géo- 
métne et à la Mécanique. 

Nous n'avons pas l'intention, disons -le immédiate- 
ment, de suppléer à la lecture des grands maîtres; nos 
articles devront surtout avoir pour but de faciliter cette 
lecture et d'en inspirer le goût. ' 

L. — Fond, elllpt, i 



(a) 

hOTlOmS PRÉLIMINAIRES. 

Avant d'aborder la question des fonctions elliptiques, 
nous ferons connaître quelques principes relatifs à la' 
théorie générale des fonctions. 

Nous représenterons une imaginaire x-^j yj — i par 
un point dont les coordonnées seront x et /, ou par une 

droite dont la longueur sera le module r=^\jx^-hy^^ 
faisant avec Taxe des x un angle Q égal à Targument de 

X -^j \j — I . Cet argument sera d'ailleurs pour nous 
l'un quelconque des angles ayant pour cosinus - et pour 



y 
sinus -• 

r 



Quand nous dirons que le point x -H^ y— i décrit 
une courbe, il faudra entendre par là que le point dont 
les coordonnées sont x^j décrit cette courbe. On peut 

considérer l'expression X -H Y yj — i , où X et Y sont des 

fonctions de x et y y comme une fonction de x -{-y yj — i . 
Cauchy se plaçait à ce point de vue, mais nous ne con- 
sidérerons que les fonctions àe x-hy \] — i ayant une 
dérivée unique et bien déterminée. Cette condition d'avoir 
une dérivée unique impose à X et Y certaines propriétés 

que nous allons faire connaître. La dérivée de X -H Y ^ — i 
est 

rfX4-^,/£F ^ dI^"+d7^^"*-V^"-'(^^""*-d7^^^ ^ 
dx-\- djr v/ — I dx -^djr ^ — i 

dy ^ 
et, pour qu'elle soit indépendante du rapport — » c'est-à- 



dire de la manière dont dx + dj ^ — i tend vers zéro, 



(3) 
il faut que 



dX / dT dX / dY 

dx a.r dy ^ dr 



l' OÙ Pou conclut, en égalant les parties réelles et lescoei- 
ficients de ^ — i , 

dX_dY ^___^ /*^ 
djc djr dx djr 

Nous supposerons ces relations toujours satisfaites; d^ail- 
leurs, la manière dont on prend les dérivées des fonctions 
que Ton rencontre en analyse prouve que ces fonctions 
n'ont qu'une seule dérivée. 

Une fonction qui n'a qu'une dérivée en chaque point, 
c'est-à-dire pour chaque valeur de la variable, a quelque- 
fois été appelée monogène. 

Une fonction est dite monodrome dans une portion C 
du plan, quand, le point qui représente sa variable (ou, 
pour abréger, quand sa variable) se mouvant dans cette 
portion C du plan, la fonction reprend toujours la même 
valeur quand sa variable repasse par le même point. 

Les fonctions bien définies, telles que les fonctions ra- 
tionnelles, le sinus, le cosinus, Texponentielle, etc., sont 
monodromes dans toute Télendue du plan ; car, leur va- 
riable étant donnée, elles sont entièrement définies. Il n'en 
est pas de même des fonctions irrationnelles ; ainsi , pour ne 

prendre qu'un seul exemple, ^z — a ou yx-i-y ^ — i — a 
n'est pas monodrome à l'intérieur d'un contour conte- 
nant le point a. 

Imaginons, en effet, que le point z^ ou x-^y yj — i . 



(*) Pour Tinterprétation de ces formules, voir le Traité des fonctions 
doublement périodiques, de MM. Briot et Bouqueti 



I. 



( 4 ) 

décrive un cercle de rayon /'ayant pour centre le poîn^ a, 
on sait que la droite qui représente la somme de deux 
imaginaires est la résultante des droites représentant 

chaque partie de la somme (*) ; la droite re'v^""*, qui re- 
présentera la somme z — a, sera donc la résultante des 
droites qui représentent z et — a. Cette droite est celle 
qui va du point -h a au point z , Supposer que le 
point z décrit un cercle de rayon r autour du point û, c'est 

donc supposer que le module r de z — a = re*^*"* reste 
constant. Cela posé, on a 



Que le point z se meuve sur le cercle en tournant dans 
le sens positif (celui dans lequel les angles croissent en 

Trigonométrie), Q va croître ainsi que -• Mais, quand 

9 aura varié de iiity le point z sera revenu à son point 
de départ, et z aura repris sa valeur initiale; il n'en 

sera pas de même de y/z — a, qui sera devenu 

r'e ' = — r*e* , 

et qui aura changé de signe. 

DES INTÉGRALES PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES. 

La fonction f{z)de la variable imaginaire 



z = X'{-jr ^ — 1 



(*) Voir rOuyrage de Mourey'sup La 'vraie théorie des quantités pré» 
tendues imaginaires ; sur le Calcul des équipollences {Nouvelles Annales, 
a« série, t. VIII, 1869); mon Traité d' Algèbre ; l'Ouvrage de MM. Briot 
et Bouquet déjà cité, etc. 



(5) _ 

est en réalité une fonction de deux variables, et si, entre 
X eijry on établit une relation, telle que 

f(z) devient alors fonction de la seule variable £• Si Ton 
pose alors 



^•=<p(/a), x.^^M. x = <p(T), r = ,KT), 



et 



Zo 



l'intégrale 



•^0 ■+■ /a V^— I » Z=.X 4-Yv^--ï, 



/>')(l-l^-)* 



aura une valeur bien déterminée. On représente souvent 
celte intégrale par le symbole 



f 

I 

qui, comme Ton voit^ est indéterminé si l'on ne dit pas 
de quelle façon x eij sont liés entre eux ou à t. Cette 
expression est ce que l'on appelle une intégrale prise 
entre des limites imaginaires; pour en préciser le sens, 
on ajoute la relation qui lie a: à y, soit directement, soit 
par l'intermédiaire de la variable auxiliaire t. 

Le plus souvent on emploie, pour fixer le sens de la 

notation I f(z) dz^ un langage géométrique, et, au lieu 

de se donner les relations a: = çf(f),j^ = ^p(f), an in- 
dique la nature de la courbe représentée par ces équa- 
tions. Si, par exemple, on posait 

« = cosr, X = sinr, 

on aurait a:* -f- y' == i , et si l'on i'ntégrait par rapport à t 
de zéro à r, on dirait que l'on prend l'intégrale le long 



(6) 
d'un demi -cercle de rayon un, décrit de l'origine comme 
centre et limité à l'axe des x. 

Réciproquement, quand on se donne le contour d'in- 
tégration , on ramène facilement T intégrale à une ou 
plusieurs autres prises entre des limites réelles. Suppo- 
sons^ par exemple, que l'on demande d'intégrer /*{z)df« 
le long d*une droite inclinée à 4^ degrés sur Taxe des x^ 
issue de Torigine et aboutissant à un point situé à la dis- 
tance / de l'origine. 



Les éauations de cette ligne seront 

x = t^^, X = t^'^ 



2 

on aura 



dxz= dt^'—i dy^-dt — » 
2 2 

et, par suite, 

Je prends pour limites o et /, parce que t représente la 
distance du point (x,y) à l'origine-, cette distance est o 
ou /, selon que le point [x^y) est à Torigine ou à l'ex- 
trémité de la droite. 

Théorème de Cauchy. — Le point z variant à Vinté" 
jieurd'un contour donné, si, ai' intérieur de ce contour, 
la fonction f[z) reste monpdrome, monogène et finie, 

l'intégrale j f[z)dz consen^era toujours la même va- 

leur^ pourvu que le chemin qui mène de Zq àZtne sorte 
pas du contour donné, quel que soit d* ailleurs ce che-- 
min. 

Pour démontrer ce théorème, un des plus féconds de 
toute l'Analyse, nous intégrerons la fonction /(z) le long 



(7) 
de deux contours AMB, ANB. Soient s Tare du premier 
contour compté à partir du point A, et ks Tare du second 
compté toujours à partir du même point A; soient 

les équations du premier contour, et 

celles du second ^ et, en désignant par S l'arc AMB, 




supposons que ^S soit Tare ANB. Joignons maintenant 
les points correspondants des deux contours; soient M 
et N deux points correspondants, c'est-à-dire tels que 
AN = ÂrAM. Nous supposerons que la droite MN soit 
tout entière dans Tintervalle compris entre les deux con- 
tours; considérons maintenant le contour ayant pour 
équations 

a, — a, a, — aj 



«1 •— (X.2 OLi — a^ 



Pour a = «1, il se réduira au premier contour AMB, 
et, pour a = a„ il se réduira au second ANB ; et, de 
plus, tous ses points seront compris à l'intérieur de 
Faire AMBNA, quand on supposera a compris entre a^ 



(8) 
et a,. Intégrons la fonction /*( 2) le long de ce contour, 

nous aurons 

-|-j -7- restent cl^aîlleurs finis, ainsi que leurs dérivées 

prises par rapport à a. Appelons u cette intégrale, nous 

aurons 

S 



ou 

da ^^ 
dï 



d« r^d r^, ,âzl ^ 

r^ r^// ^d3 (iz ^, , d»z "1 . 



ou, en intégrant le second terme par parties, 

(1// r^, ,dzl^ r^Tr,, ^àzi]z ,,, ,âzi\zl , 



ou 

da F-/ vdzl^ 



la f../ Ndzl' 



dz 
Or -p est nul pour s = o et 5 = S, le contour passant 

eu A et B pour 5 = et 5 = S quel que soit a, c'est-à-dire 

ne dépendant pas alors de a, donc — = o, et, par suite, 

u ne dépend pas de a ; il a donc la même valeur pour 
a = «1 et pour ce = a^, c'est-à-dire que Tintégrale prise 
le long de AMB ou de ANB conserve la même valeur. 
Cela suppose toutefois quef(z) conserve la même valeur, 



(9) 
quul que soit le contour par lequel le point s se rend 
de A en Bj ^(z) doit donc èlre monodrome; elle doit 
aussi èlre monogène, car nous avons supposé 

^=/'(,)^ et ^=/'(l)^, 
da -^ ^ Ma d* -^ ^*'d(' 

c'esl-à-dire que nous avons admis quey(^) restait indé 
pendant de la direction de l'accroissement donné à z, 
pour en faire le calcul; enfîn nos raisonnements sup- 
po8ent/"(z} el/'(z) finis. 

Considérons maintenant deux contours quelconques 

Fig. a. 



aboutissant en A et B, et désignons, pour abréger, par 
(PRQ ,..) l'intégrale de/(z) prise le long d'un contour 
désigné par PRQ .... Le théorème est démontré pour 
deux contours formant à eux deux un contour r<!rmé 
convexe, car une sécante joignant deux points corres- 
pondants ne rencontre le conloar fermé qu'en deux points 
et reste intérieure à ce contour: il en résulte que l'in- 
tégrale prise le long d'un contour fermé convexe quel- 
conque est nulle, car l'intégrale en question est égale à 
l'intégrale prise le long d'un contour infiniment petit. 
C'est cette proposition que nous allons d'abord généra- 
liser : considérons le contour AMBN, décomposons -le en 
une inanité d'autres par des parallèles À une direction 
donnée, on obtiendra ainsi une série do contours con- 



( lO ) 

vexes. En vertu de la notation adoptée, on aura alors 



{ab) +{bb') -^ (b' a' ) -h [a' a) = o, 
[a'b') + [b'b") ■+- [y' a'') -+- (û'V) = o, 

si Ton ajoute toutes ces formules, les termes tels que (a' b^) 
et (i'a') se détruisent, et il reste 2(a'«) -4- S(èi') = o, 
c'est-à-dire que l'intégrale prise le long du contour 
fermé total est nulle. On a donc 

(AMB) -|-(BNA)z=o, 
ou 

(AMB) — (ANB) = o, 
c'est-à-dire 

(AMB) = {ANB), 

C« Q. F. D. 
CAS OU LE THÉORÈME DE CÂUGHT TOMBE EN DÉFAUT. 

Cauchy a remarqué que son théorème tombait en 
défaut dès que la fonction f{z) cessait d'être finie, con- 
tinue, monodrome ou monogène, et il a tiré parti de ces 
cas pour enrichir la Science d'une de ses plus belles 
découvertes. 

Théorème I. — L'intégrale d*une fonction mono- 
dromCy monogène, finie et continue [ou synectique, 
comme l^ appelle Cauchj) à V intérieur d'un contour 
feimé, est nulle quand on la prend le long de ce 
contour. 

En effet, elle est égale, comme nous l'avons déjà ob- 
servé, à l'intégrale prise le long d'un contour quel- 
conque, ayant la même origine et la même extrémité, in- 
térieur à ce contour \ le deuxième contour pouvant être 



( " ) 

pris aussi petit que Ton veut, puisque F origine et l'ex- 
trémité se touchent, Tintégrale est nulle. 

Gauchy appelle résidu de la fonction nionodrome, 
monogène et continue /^(z), pour la valeur c qui rend 
f[z) infinie, l'intégrale 



Sf[^)d:^. 



27r V^ — 

prise le long d'un contour circulaire de rayon infini- 
ment petit, décrit du point c comme centre. 

Théorème H. — Soient R^, R,, . . . , R„ les résidus 
de la fonction f[z) relatifs aux infinis Cj, c», . . ., c„ 
de cette Jonction y contenus à V intérieur d^un contour 
fermé oii elle reste monodrome et monogène, Vinté" 
grale ff[z) dz prise le long de ce contour sera égale à 



(R, 4-Ri-f- ... -hR„)27rv^~i. 

Supposons qu'il n'y ait que deux infinis dans le con- 
tour, et qu'ils soient les centres des cercles bcd^ ghi\ 
appelons en général (M) l'intégrale de f[z) le long du 
contour désigné par M. 

Le contour abcdaefghifjka constitue un contour fermé 
ne contenant pas les inflnisdey (z) ; donc {abcdaefghifjka) 
est nul. Or 

[abcdaefghifjka] = [ab] -h [bcd] -h [da) -f- [aef] -+- [fg] 

'^[Shi) + [if) -^[fJkaYy 

le premier membre est nul 5 [al^ =— [dà)^ car ce sont 
les mêmes intégrales dont les limites sont inversées; de 
même {fg) = — [if) et (fjka) 4- («^/) est l'intégrale 
proposée; on a donc 

o = [bcd] 4- [ghi) -4- ff[z]dz. 



( '^ ) 

Or {bcd) est rinlégrale prise le long d'un contour cir- 
culaire très-peiit décrit autour d'un infini, z marchant 



Fig. 3. 




dans le sens rétrograde^ cette intégrale est, au facteur 

près -. — :i le résidu def(z) *, donc 

airy' — I 



o = — 21V ^ — iRi — 2îr ^ — iRi-+-yy(^)rf«f 
ou 

f/{z)dz = ii7rs/^^{Ki -4- Ra)- 

G. Q. F. D* 

CALCLL DES KÉSIDUS. 

Avant de montrer comment on calcule le résidu 
d'une fonction, nous allons revenir un instant sur la 
règle de la dîfférentiation sous le signe f. Cette règle 
est encore applicable quand on s'adresse à une intégrale 
prise entre des limites imaginaires, puisqu'une telle in- 
tégrale revient à une autre prise entre des limites réelles. 
Enfin cette règle est encore applicable quand la variable 
par rapport à laquelle on différentie est imaginaire. 
En effet, difïérentier une quantité u par rapport à 

x+j^—Ây c'est calculer le rapport 

du . du , 

rr- dx A- -r- dr 

dx -^ dy ^ -^ i 

I 



I 



( >3 ) 
Ce rapport esl Indéterminé (excepté si u est une fonc- 
lion monogène), et, pour en préciser le sens, on doit 

donner le rapport -^> ou, si l'on veut, on doit supposer 
X et y fonctions données ç(ï), ^ (t) d'une même va- 
riable f , et se donner —r et -r * On difTérentie alors le 
' dt dt 

long de l'élément (rfr, dy) appartenant à une courbe 
dont les équations sont x = ç («), ^ = 4^ ( t) 5 on a alors 
l'expression suivante de la dérivée de u 

au ... da ,, , . 



Si l'on veut alors différentier Tînlégrale 

, / « dtf die , 

par rapport à x-^-ysj — i, on tormera -p> -r- par la 

règle ordinaire, et l'on aura 



dV 






à{x-\-y\J—i] J <f'-\-^'\l- 

OU 

dv r Af 



Tri 



d(jr-f-jv/— i) J d{x -i-x^—i) 



d^L, 



et l'on voit que Ton difierentie par rapport à un para- 
mètre imaginaire comme par rapport à un paramètre 
réel. 

Lorsque la quantité qui se trouve placée sous le signe J 
est monogène par rapport au paramètre, on peut rai- 
sonner encore plus simplement en faisant observer que 

. est égal à -p» et que diiférentier par rap- 
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port à j: 4- 7 \/ — i, c'est en définitive différenlîer par 
rapport à la variable réelle x. 

Cela posé, calculons d'abord le résidu de la fonction 

' y (p[z) étant supposée finie et différente de zéro 

pour z = c\ ce résidu est 



27rV— î J 



et l'intégrale est prise le long d'un contour circulaire 
infiniment petit décrit autour du point c comme centre. 
Soit e le rayon de ce contour, on pourra poser 

(2) 2 = C-h«5'v^, 

et faire varier d de o à 2ir. En effet, la longueur de cz 





Fig. 
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X 



étant désignée par e, et e restant constant, le point z 
décrit le cercle de rayon e et de centre c. L'angle 6 est 
l'angle «cX que zc fait avec l'axe O j:, et, quand le point z 
décrit le cercle, varie évidemment de o à 2Tr. De (2), 
on tire 

£/3 = «<?V-'£fO.^ — i; 

(1) devient alors 

é 

Or R est indépendant de la longueur du rayon c, qu'il 
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faut du reste supposer infiniment petit; donc, en faisant 



£ = o, on a 



On voit donc que, sif(z) est une fonction telle que 

pour z = c, soit une quantité finie différeiite de zéro^ 
cette quantité sera précisément le résidu def(z) relatif 
à son infini c. 

Reprenons la formule (i), et remplaçons R par ^(c)y 
nous aurons 

et, en différentiant m — i fois par rapport à c, 

on a donc 

2^^117 J (z — c)-~ 1.2.3. ..(m— i)' 

et Ton a ainsi le résidu d*une fonction de la forme 

~^ — r^» OÙ (f[z) est finie et différente de zéro pour 

js = c, et m entier et positif. Dans la suite, nous ne ren- 
contrerons que des résidus de fonctions de cette forme. 

APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS A LA RECHERCHE 

DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

Proposons-nous d'abord de trouver la valeur de l'in- 
tégrale définie suivante, dans laquelle a est un nombre 
positif, 



X 



00 . 

smajr , 
or. 



( i6 ) . 
A cet effet, nous prendrons l'intégrale 



r^^v'-» 



dz 



le long du contour suivant formé : i** d'une droite ga 
allant de — oo au point a voisin de zéro ; i^ d'un demi- 
cercle irès-petit abc^ décrit autour de l'origine avec le 

Fig. 5. 




rayon r^ 3° d'une droite allant de c vers + oo ; 4° d'une 
perpendiculaire de à l'axe des y^ située à l'infini \ 
5*^ d'une parallèle efk l'axe des .r, située à l'infini; 
6^ d'une perpendiculaire /g^ située également à l'infini; 
nous aurons, en supposant a positif, 



u.)=r 



'* e«V-t dx 



00 



[abc] = 2 7r y — I . résidu de 



fAt\p 



= — TT Sj—l 







^f^i=o, 



00 -^ysj— I 

[ef) = [/s)=o. 
Le contour total d'intégration ne contenant pas d'în- 



fini de 



l'intégrale prise le long de ce contour est 
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nulle; donc 

'- dx =z O. 



Or la première intégrale devient 



X 



.r ^ 



quand on y change x en — a?; et par suite 

00 C"V^ — C-«*\/^ 



/■ 



X 



dx =z Tt ^ — I, 



OU, pour r = o, 



X 



* j slnax _ / 

2 y — I dx = it ^ — I , 

X 



on enfin 



I ax = — et / a:r = ît. 



La fonction 

•QO 



/_ 



smax , 
ax 



00 



ne contient donc pas a, mais elle en dépend ; en effet, 
en changeant le signe de a, elle change de signe; cela 
s'explique, car, en posant ax = r, on a 

r-*-** sififlr ^ /•=*^* sinz ^ 
f dx-=z \ dz. 

Si nous intégrons fe^'^dz le long de l'axe des x et d'une 
parallèle à cet axe située à la distance a, et si nous fer- 
mons ce contour par deux parallèles à Taxe des /situées 
à l'infini, nous trouverons zéro; or les intégrales rcla- 
L. Fond, ellipt, i 
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tives à ces parallèles à l'axe des y sont nulles, ce qui se 
voit en écrivant notre intégrale ainsi : 

-00 */o 

J/» — 00 ___ 

QO 

/»o _ 

on a donc 

-00 t/ — 00 

on en tire 

X-f-oo 

e^^ (cosaax — ^— i siniaxjdjc^ 
-00 

d'où, séparant les parties réelles et imaginaires, 

^frc~*':=l er*^ co%7,axdx^ 

J — 00 



»=£ 



00 
+-00 

«""* sin2(7j:£^. 

00 



Si l'on veut obtenir la valeur de l'intégrale 

** cosaxdx 



l 



— 00 



■5 



on peut observer qu'elle est la partie réelle de celle-ci 






laquelle est égale à 

r e"'\/^dz 



i ■+- z' 



( '9) 
prise le long de l^axe des x. Mais on peut remplacer 
l'axe des x par un demi-contour circulaire de rayon in- 
fini décrit de Torigine comme centre et situé au-dessus 
de Taxe des x. En effet, à l'intérieur de Taire limitée par 
l'axe des x et ce dernier contour, la fonction intégrée 
reste finie et continue, pourvu que a soit positif, excepté 

pourtant au point z = ^Z — i , donc la différence des deux 
intégrales ne sera pas nulle, mais bien égale au résidu 

de «^ relatif à z = d — i, c'est-à-dire à — ;===• mul- 

I -f- *' V » 2 ^_ , 

tiplié par 2 7r y/ — i, ce qui donne ttô"'**. Mais l'intégrale 
prise le long du contour demi- circulaire est nulle; pour 

l'évaluer, il faut prendre z = Re*^~* et faire varier 6 de 
TT à o, ce qui donne 



•/TT 



^R cos ft ^— 1 — Raint 

rfOR<?«v^V^— I. 



n i -+- R'(cos2Ô -h v^— I sinae) 
Pour R = oo , cette intégrale est bien nulle, et Ton a 



X 



^ cosax , 






QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FOITCTIOITS. 

Nous avons trouvé que l'intégrale 

était égale hf[x)y la fonction y(r) étant monodrome, 
monogène, finie et continue autour du point X'^ soit donc 

(•) — L_ r^rf.=/(x). 

2ff V — I t/ ^ ^^ 

2. 
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On voit que /(or) a toujours une dérivée, car on peul 
ici différenlier sous le signe y par rapport à x; celte dé- 
rivée en a une à son tour el ainsi de suite, ce qui est une 
propriété précieuse des fonctions monodronies et mono- 



gènes. 



Si, dans la formule (i), on pose z = jc -i- /•e'v^"'^ elle 
devient 

cette formule contient, comme l'on voit, un grand nom- 
bre d'intégrales définies. La formule (i) donne, en la dif- 
féren liant, 

ou, en posanl z = re*»^' -)- x. 

En appelant alors M le maximum du module dey(z) sur 
le cercle de rayon r décrit du point x comme centre, 
on a 

»2 7r 






e/0>mod. î — /*(«)» 



OU 



ou 



I 2*3 • . /î 

mod . /" [x] <; — ^ — ' M, 



r"mod./«(j:] 

lu ^^ «> 

I .2. J. . . /I 



Cette formule montre que, si toutes les dérivées dey^(j?) 
ne sont pas constamment nulles, c'est-à-dire si/ (x) n'est 
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pas une constante, on pourra toujours prendre r assez 
grand pour que M croisse au delà de toute limite; donc : 

Théorème. — Une fonction mono dr orne et monogène 
déifient Jorcément infinie pour une valeur finie ou infi- 
nie de sa variable ; donc aussi la considération de son 
ini^erse prouve quelle s^ annule pour une valeurjinie ou 
infinie de sa variable^ donc enfin V équation f(x) = o a 
nécessairement une racine. 

Reprenons les formules 

la dernière peut s'écrire 

-•- f/^''\ {.t-a)'-'<lt 
OU, en vertu de (i), 

/(.r )=/(«)+ (.r -«)/'(«) -4- .. . 

I .-^x.S. . . (/ï— -i) 2.iz^^^J [z^aY{z—.r] 

Ce dernier terme tend vers zéro pour 71 = 00, pourvu qiio 
X — a soit assez petit, et l'on voit que, pourx = a, toutes 
les dérivées dey(x) ne sauraient être nulles, si f(x) 
n'est pas une constante. Supposons que les (n — i) pre- 
mières dérivées seulement soient nulles et que la w'*"' 



(22) 

ne le soit pas, la formule précédente se réduit à 

le facteur de (x — a)" ne sera pas nul pour x == a^ei Ton 
voit que, si y (a) est nuljf{x) sera de la forme 

(a:— a)»tP(a:), 

^{x) restant fini pour x = a] donc : 

Théorème. — Une fonction monodrome et monogène 
ri a que des racines d'un ordre de multiplicilé entier; ii 
en est de même par suite de ses infinis. 

Voici uiie dernière proposition très-importante : Soit 

f\z) la dérivée de f{z) ; les infinis de -y. '. seront sim- 

pies et se réduiront aux zéros et aux infinis de/ [z) . Soient 
^1, as, . . . les zéros de/(z) contenus dans le contour C, 
»xs 0Ct9 • • • les infinis contenus dans le même contour; 
alors 

^[z) n'étant plus ni nul ni infini dans le contour C5 pre- 
nons les logarithmes et difierentions, on aura 

Multiplions par F(z), qui ne devient ni nul ni infini 
dans le contour C; nous aurons, en intégrant le long d(3 
ce contour, 

27rv — I J •>'(*) 
Si l'on fait F (^f) = i , on trouve 2m — S«, c'est-à-dire la 
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di/rérencc entre le nombre des zéros et des induis; maïs 
alors 

[Iog/(z) = Im — 2//> 



2 7r\/ — I 

log/(jr) = logmod./(z) — ^—i arg./(2); 

ainsi 27r(S77Z — Z/z) est la quantité dont varie Targii* 
ment de f{z) le long du contour C, quand le point z 
effectue une révolution complète le long de ce contour. 

Quand on prend F(z) = z, on a 

27rv^— I J f{z] 
THÉORÈMES DE CAUCHY ET DE LAURENT. 

Nous terminerons ces considérations préliminaires en 
donnant, d'après Caùchy et le commandant Laurent, une 
nouvelle forme au théorème de Maclaurin. 

Soitf(x) une fonction finie continue monodronie et 
monogène à l'intérieur d^un cercle de rayon R décrit 
de l'origine comme centre. Elle sera déi^eloppable par 
la formule de Maclaurin pour toute valeur de x com- 
prise à ^intérieur du cercle en question. 

En effet, si l'on décrit un cercle de rayon R' un peu 
plus petit que R de Torigine comme centre, on aura, 
en intégrant le long de ce cercle, 



^'"=1^=7/^- 



pourvu que le point x soit situé dans son intérieur; alors 
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le module de z sera plus grand que celui de x et, 

étant développé suivant les puissances de jc, on aura 



Or on saît que 



TTi/'— I J 



I .2.3. . ./? 



Z 



rt+l 



on aura donc 

/(:r)=/(o) + -/'(o)-h...H-— :^^/«(o)4-...; 

ce qu'il fallait prouver. 

Si Injonction f[x) est finie, continue^ nionodrome et 
monogène à Vintérieur d'une couronne circulaire de 
rayons R et R', ayant son centre à V origine^ elle sera 
développable pour toutes les "pâleurs de x comprises 
dans cette couronne en une double série procédant sui- 
vant les puissances entières ascendantes et descen- 
dantes de X, 

En effet, sohf un signe d'inlégralion indiquant que 

la variable reste sur un cercle de rayon A décrit de l'orî- 
gine comme centre, soit r un peu plus petit que R. et r' 
un peu plus grand que R\ la somme j 
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sera égale à rinlégrale / ^ ' Jz prise le long d'un cercle 

de rayon Irès-pelit décrit autour du point x intérieur à 
la couronne*^ en sorte que, si Ton observe que celle-ci 

est égale à 2:1 \--ïf(-^)^ on aura 

ou bien, en observant que mod. js ^ mod. a: et que 
niod.z'<[mod.a:, 

ce qui démontre le théorème. 

Exemples. — log (i -4- x) est développable à l'intérieur 

d'un cercle de rayon i décrit de Torigine comme centre, 

mais il cesse d'être développable au delà comme l'on sait, 

et, en effet, pour x = — i , le logarithme de i -I- x est 

nfini. 

Le point critique de (i — a:)"* est ar = i, c'est ce qui 
explique pourquoi la formule du binôme cesse d'avoir 
lieu quand le module de x est supérieur à l'unité, etc. 



REMARQUE CONCERNANT LES FONCTIONS PÉRIODIQUES. 

Une fonctiony*(x) possède la période (ù quand on a 

/(.rH-a))=/(x) 
et, par suite, 7z étant entier, 
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*' »/ — 

— jc V — I 

e* possède évidemment la période eo ; quand on donne 

une valeur parliculière à e « , il en résulte pour a: 
une série de valeurs de la forme Xo + /ici), n désignant un 
entier et x^ un nombre bien déterminé. Si donc on con- 
sidère une fonctiony(x) monodrome quelconque possé- 
dant la période co, elle pourra être considérée comme fonc- 
er v—ur 
tion de y = e « et, si l'on se donne^, x ayant les va- 
leurs Xfi-^ n (àyf(x) prendra les valeurs 

« 

Ainsi, y étant donné, y(x) aura une valeur unique et 
bien déterminée; il en résulte quey(a:) est fonction 
monodrome de y. 

Il résulte de là que toute foncf ion périodique mono- 
drome possédant la période o) pourra se développer 
suii^ant les puissances ascendantes et descendantes 

r/e e" à t intérieur de certaines couronnes circu" 

laires, 

arjr y— ï 

Mais quand e « décrit un cercle, son module reste 
constant; or, si Ton pose 

il se rcduit à 



e , 



fx désignant une fonction linéaire de a et |3, et pour 
que cette expression reste constante, jui doit rester con- 
stant; X décrit donc une droite, de direction fixe d'ail- 

leurs, quand on fait varier le module dq e » . Ainsi 
c'est entre deux droites parallèles que le développement 
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de f (x) sera possible, Tune de ces droites ou iiiêiue 

toutes les deux pouvant s'éloigner à Tinfini. 

Ce théorème nous servira à jeter les fondements de la 

théorie des fonctions elliptiques. 

NOTIONS SUR LES FOJfCTIOXiS ÀLGÉBRIQIIES. 

Une fonction yj définie par une équation de la forme 

/(jr,-2r) = o, 

■ 

oùf(x^y) désigne un polynôme entier en x et jr^ qui 
n'admet pas de diviseur entier, est ce que Ton appelle 
une /onction algébrique. L'équation qui la définit est . 
dite irréductible. 

Une fonction ainsi définie est susceptible d'autant de 
valeurs pour une même valeur de x qu'il y a d'unités 
dans le degré de y pris relativement ky; mais ces va- 
leurs ne peuvent pas être séparées les unes des autres 
et ne constituent qu'une seule et même fonction, ainsi 
que l'a démontré M. Puiseux. 

i^ Une fonction algébrique ne peut s'annuler que si le 
dernier terme de l'équation qui la définit s'annule, et, 

par suite, elle n'a qu'un nombre limité de zéros. est 

défini par une équation algébrique que l'on sait formcr 
et n'admet, par suite, qu'un nombre limité de zéros; 
dojic j n'admet qu'un nombre limité d'infinis qui sont 
les raciues de l'équation obtenue en égalant à zéro le 
coefficient de là plus haute puissance dey dans Téquatiou 
qui sert à le définir. 

a^ INous admettrons que j^ soit une fonction continue 
de or, excepté pour les points où y devient infini ou ac- 
quiert des valeurs telles que Ton ait à la fois 

/(x,7)=z=o, ^ = o; 
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encore en ces points n'y a-l-il pas, à proprement parler, 
discontinuité, mais simplement indétermination d'une 
certaine espèce dont nous parlerons plus loin ; nous don- 
nerons à ces points le nom de points critiques. 

Nous supposons ce théorème connu du lecteur, et, en 
réalité, il est supposé connu de toutes les personnes qui 
s'occupent de Calcul différentiel 5 il est impossible de 
prendre la dérivée d'une fonction implicite sans l'ad- 
mettre. 

i^ La fonction algébriquej)^ admet une dérivée bien 
déterminée en tout>^oint qui n'est pas critique : cela ré- 
sulte de la règle de la différentiation des fonctions im<^ 

plicites, et l'on a 

«^_._d^.d/ 

dx àx ' djr 

expression finie et déterminée si -r- n*est pas nul. 

4° La fonction algébrique j^ est monodrome à l'inté- 
rieur de tout contour ne contenant pas de point critique. 
Considérons, en effet, un contour fermé C ne contenant 
aucun point critique; supposons que la variable x dé- 
crive un certain chemin continu à l'intérieur de C, en 
partant du point Xq pour y revenir. Soient S ce chemin, 
Yq la valeur de y en x^ au départ, et j^i la valeur que 
prend y quand x revient en Xo- Si l'on n'a pasj'i =j^o» 
j^i ne pourra être qu'une des valeurs dey. Cela posé, dé- 
formons le chemin S en le réduisant à des dimensions de 
plus en plus petites. Quand ce chemin se sera, dans toutes 
ses parties, suffisamment rapproché de Xo^ les valeurs 
de y le long du contour S seront, en vertu de la conti- 
nuité de^, aussi peu différentes que l'on voudra dej*©» 
et, par suite, différeront de yi d'une quantité finie, 
puisque, à l'intérieur du contour C dans lequel nous che- 
niinons, les valeursde^ sont nettement distinctes*, donc, 
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quand le contour S sera devenu suffisamment petit, y rc* 
viendra en x^ avec sa valeur initiale /o* Mais, s'il n'en est 
pas toujours ainsi, il est clair que, pendant que le con- 
tour S se déforme, il arrive un moment où y revient 
encore en x^ avec la valeur y^ différente de yo» tandis 
qu'un moment après il reviendra avec la valeur primi- 
tive /o- Soient donc deux contours So et Si, inGniment 
voisins, ramenant y l'un avec la valeur jo» l'autre avec 
la valeur y^ ^ considérons deux mobiles parcourant 
ces contours en restant toujours infîniment voisins Tun 
de Tautre : en deux points infiniment voisins, y ne 
pourra avoir que des valeurs infîniment peu diffé- . 
rentes. En effet, si Ton considère, à chaque instant, 
la différence des valeurs de y en deux points cor- 
respondants, cette différence, d'abord infiniment petite, 
restera telle, car elle varie d'une manière continue 
comme y^ et elle ne saurait devenir finie que si Ton con- 
sidère deux racines distinctes de l'équation f [x^y] = o \ 
mais, pour passer d'une valeur à une autre, y serait 
obligé de rompre la continuité, à moins que l'on ne soit 
précisément dans le voisinage d'un point critique où 
deux valeurs distinctes à^y sont susceptibles de différer 
infiniment peu l'une de l'autre pour une même valeur 
de X. Ainsi donc, y revient toujours en a^o, avec la même 
valeur y^^ si Ton ne sort pas du contour C. c. q. f. n. 



Discussion de là fonction \jx — a. 

Il est intéressant d'étudier la manière dont les fonc- 
tions algébriques permutent leurs valeurs les unes dans 
les autres autour des points critiques: nous renverrons, 
pour cet objet, le lecteur à un Mémoire de M. Puiseux, 
inséré au t. XV du Journal de M. Liouv^ille. II suffira, 
en effet, pour le but que nous avons en vue, de discuter 
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les fonctions de la forme ^Xj où X représente un poly- 
nôme entier en x. 

Commençons par la fonction ^ = ^x — «, dans Ja* 
qnelle a est une constante. Cette fonction a deux valeurs 

-f- ^x — a et — \x — a, <, 

en chaque point égales et de signes contraires. Nous 
n'avons à considérer qu'un seul point critique, le point a 
pour lequel les deux valeurs de j" deviennent égales à 
zéro. La fonction y ne cesse donc d'être monodrome 
qu'à Tîntérieur d'un contour contenant le point a. 
Posons 

re sera représenté par la droite qui va du point a au 
point X (la résultante de deux droites représentant, il 
ne faut pas Toublier, la somme des imaginaires repré* 
sentées par ces droites); on aura 

, 1 U=i 

I J 8 

y j: — a:=:r e 

Si le point j: décrit un contour fermé contenant le point a, 

la droite re ~' joignant le point a au point x tournera 
en décrivant un angle lolal égal à a tt; la fonction 

j jr 

yx — a z=.r e 

reviendra alors, quand x reviendra au point de déparjt 
correspondant à = 0oi avec la valeur 

— \x — a:= r e 

Ainsi l'effet d'une rotation autour du point a est de 
changer le signe de la fonction y. 
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DISCUSSION DE LÀ FONCIXON 

^ k[x — a) (jc— b) (j: — c) ... (j: — /). 



Quand le point x tournera autour du point a, ^ — a 
changera de signe; ainsi : 

Quand la variable décrira un contour fermé conte- 
nant une des quanti tés a, fe, . . . , l, la fonction re- 
viendra au point de départ auec un changement de 
signe 

Quand la vraiahle déctira un contour Jermé conte- 
nant un nombre pair de points critiques y un nombre 

pair de facteurs yjx — a, ^x — b^ . . . changeront de 
signes, et la fonction reviendra au point de départ avec 
sa valeur initiale; ce sera V inverse quand le contour 
contiendra un nombre impair de points critiques. 

Au lieu de décrire un contour formé d'un contour 
simple, ]a variable peut tourner plusieurs fois autour 
d'un ou de plusieurs points critiques; mais ce cas com- 
plexe ne présentera aucune difficulté et se ramènera aux 
précédents. 

Je suppose, par exemple» un contour ayant son ori- 
gine en o et présentant la forme ci-dessous : quand la 




variable a suivi le chemin opts^ la fonction arrive 
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en S avec une valeur que j'appellerai y,^ et quand x par- 
court le chemin sqrs^j revient en s avec la valeur — j^,, 
en sorte que l'on pourrait supprimer la boucle sqrs et 
partir de o avec la valeur — j^o? on pourrait de même 
supprimer la boucle uptu en partant avec la valeur 
initiale -i-j^oî il reste alors le chemin optsqruo qui con- 
tient le point a et Ton revient en o avec la valeur — j©- 

ÉTUUES DES PREMIÈRES TRAJNSCENDAINTES 
QUE l'oIV RENCOiNTRB DAlfS LE CALCUL INTÉGRAL. 

Les fonctions entières s'intègrent immédiatement, les 
fonctions rationnelles s'intègrent en les décomposant en 
fraction^ simples : quand ces fractions simples sont de la 

A 

forme , r^» elles s'intègrent immédiatement^ quand 

elles sont de la forme 5 elles ne s'intègrent plus au 

moyen de signes algébriques, ou du moins on ne sait 
plus les intégrer de cette façon. 

On rencontre aussi des fractions de la forme 



mais, en adoptant les imaginaires dans le calcul, ces 

A 

fractions se réduisent à la forme 7- • 

[jc — a)* 

A 

L'intégrale de est la fonction logarithmique 

bien étudiée dans les éléments et bien connue ^ on con- 
çoit cependant que la découverte des logarithmes ait pu 
suivre celle du Calcul intégral, et il est intéressant de 
voir comment on aurait pu étudier les propriétés de la 
nouvelle fonction. 
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Et d'abord il y a lieu de se demander si l'intégrale de 

engendre réellement une fonction transcendante, 



X — a 

ou seulement une fonction réductible aux fonctions al- 
gébriques^ nous allons voir, en étudiant ses propriétés, 
qu'elle constitue une fonction nouvelle. D'abord, en 
mettant à part le facteur A constant et remplaçant x — a 
par J7, on ramène cette intégrale à la forme 



Posons 



/ 



âx 
X 



r 



dx , 

— = log«, 

X 



le signe log étant employé pour représenter la nouvelle 
fonction (nous précisons notre intégrale avec la limite i 
et non zéro, afin qu'elle reste finie). 

Nous pouvons prouver : i^ que logx n'est pas mono- 
drome et par suite ne peut pas être rationnel; a° que 
iogor a une infinité de valeurs pour une même valeur 
de x^ et qu*il ne saurait alors coïncider avec une fonc- 
tion algébrique qui n'en a qu'un nombre limité. 

Pour le prouver, observons que Ton peut aller du 
point I au point x^ soit directement par le chemin \x 



Fîg. 7, 



/f 






.-*'» 



.y 



rectiligne, ce qui fournit la valeur que nous appellerons 

logo*, soit par tout autre chemin. La valeur de l'inté- 
L. Fond, elUpt. 3 
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grale prise le long d^un chemin qui, avec xi^ forme 

un contour fermé ne contenaut pas rorigine où - est 

infini, donnerait la même valeur logx; mais si, pour 
aller de i à x, on suit un chemin qui enveloppe le 
point o, tel que celui qui est figuré en pointillé, Tinié- 
grale prise le long de ce contour, augmentée de l'inté- 
grale prise le long de a:i, sera égale à l'intégrale prise 
le long d'un cercle de rayon très-petit décrit autour du 
point o\ on aura donc, en se rappelant que cette der- 

nière est égale à dz 2 tt y/ — 1 , 



/ 



dv I 

— — iOgJC == — 27ry — i; 

X 



Je mets — 2 tï ^ — i , parce que l'intégrale doit être prise 
dans le sens rétrograde \ on a donc dans ce cas 



/ 



dx ■■ ■ - ■ 

— = log jr — 2 îT y — I • 

X 



Si, au contraire, la figure avait la disposition ci-dessous 
on aurait 



/ 



— ==logx -h 27r^ — U 
Fig. 8. 



/' 



I 

I 

\ 

V 



a 



-V / 1 




,„.--'/ 



Il y a plus, si, au lieu de suivre un contour simple 
comme les deux précédents, on suit un contour en- 
tourant 2, 3, 4» •••.f^îs l'origine, tel que celui ci- 
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dessous qui l'entoure trois fois, il est clair que l'on aura 



/ 



dx 

X 







dans le cas de la figure, on a 



j — = ]ogx -h Grr v^ — I. 



Ainsi la valeur générale de l'intégrale considérée est 



log.rrt nAn ^ — I , 

At désignant un entier, et ces valeurs de logx sont insé- 
parables les unes des autres; ainsi, quand le point x 
passe en a pour la seconde fois, l'intégrale y acquiert 
une valeur égale à la précédente augmentée de a?:, et 
cela en "vertu de la continuité; en d'autres termes, on 
ne pourrait assigner à log x une valeur déterminée en a 
qu'en rompant la continuité de cette fonction. 
Si l'on considère l'équation 



d.r dy 
h~ =0, 

X y 



on en tire d'abord 



C" dx ry dy 



3. 
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ce que Ton peut écrire 

(i) loga: + log/ = logû, 

a désignant une constante. Mais on en tire aussi 

ou 

(2) xx = b^ 

b désignant une constante. Les formules (2) devant être 
identiques, faisons x = \\ (i) donnera log)^= loga et 
(2) donnera j^= i, ce qui exige que a = b. Dés for- 
mules (i) et (2) on tire alors, en remplaçant b par a, 

Iog«-f-logj^=rlogj:^, 

ce qui est la propriété fondamentale de la fonction lo- 
garithmique. 

La fonction inverse de log j: sera représentée par e (x), 
en sorte que, si 

^=ilog.r, 

on aura 

la propriété fondamentale des logarithmes donne la 
propriété fondamentale des exponentielles 

e[x-\'X)z=ze[x)e[jr), 

ce qui conduit à écrire 

e[x) = <?*, 
et comme Ton a 



y désignant Tune des valeurs de logx, on a 

la fonction e" est alors périodique et a pour période 



. 
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^hlZyJ — 


1 . De la formule 




dx 

X 


on tire 






dx 

dy 



y étant le logarithme de jr, on voit que la dérivée de la 
fonction exponentielle e^ prise par rapport à y est cette 
fonction elle-même \ on est alors conduit à représenter é^ 
au moyen d^une série, et sa théorie s'achève comme dans 
les éléments. 

On voit ainsi que la découverte de Neper eût été faite 
par les inventeurs du Calcul infinitésimal dès les débuts 
du calcul inverse. 

DES DIVERS GHEMINS QUE PEUT SUIVRE LÀ VARIABLE 
DANS LA RECHERCHE DES INTÉGRALES DES FOrîCTtONS 
ALGÉBRIQUES. 

Toute fonction algébrique y étant monodrome à Tin- 
térieur d'un contour ne contenant pas de point cri- 
tique, son intégrale sera nulle le long d'un pareil con- 
tour; donc : 

i^ L'intégrale prise le long d'un contour quelconque 
x^x pourra être remplacée par l'intégrale prise le long 
du contour rectiligne x^x^ si entre ce contour et le 
contour donné il n'existe pas de point critique. 

7^ Si, à Fintérieur du contour C formé par le chemin 
rectiligne et le chemin donné, il existe un point cri- 
tique a, on pourra remplacer le chemin donné par un 
autre allant de x^ vers un point a très-voisin du point 
critique sans sortir du contour C, tournant ensuite le 
long du cercle décrit de a comme centre avec cLa pour 
rayon, revenant en a, puis en x^ par le chemin axo in- 
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verse du chemin XoOt suivi tout à Theure, enfin allant 

par le chemin recliligne de Xq à x. En effet, le nouveau 

chemin et l'ancien ne comprennent entre eux aucun 

point critique. 

Fig. io« 




Le chemin formé d'une ligne allant de Xo au point 
a voisin du point critique a, tournant autour de ce 
point et revenant en x^ par la route déjà suivie pour 
aller de Xq^ est ce que Ton appelle un lacet. 

Nous avons. figuré ci-dessus un lacet en séparant 
l'aller du retour pour bien montrer comment le lacet 
peut se substituer au contour C. 

' 3° Si, entre le contour C formé par le chemin recti- 
ligne et le contour donné, il existait plusieurs points 
critiques, on pourrait remplacer ce contour par une 
série de lacets suivis de la droite XqX. 

4^ Supposons que le contour d'intégration donné 
rencontre la droite XoXi enp^q. 

Fig. II. 




On pourra remplacer le chemin x^lp par une série de 
lacets et par la droite Xop; on est alors ramené au 
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chemin Xopme/^ que Ton peut remplacer par une série 
de lacets suivis de xç^ et ainsi de suite*, donc : 

Théorème. — Tous les chemins que Von peut suwre 
pour aller de Xo en x peui^ent être remplacés par une 
série de lacets ajant leurs origines et leurs extrémités 
en Xo, suivis du. contour rectiligne XqX (*). 

Nous dirons qu'un lacet unit deux valeurs j^,- et yj 
quand ces deux valeurs de j^ se permutent Tune dans 
l'autre lorsque l'on suit ce lacet. 

Mais nous préciserons encore davantage : en général, 
en suivant un lacet, on ne permute que deux valeurs de 
la fonction j- 5 toutefois il pourra se faire qu'en suivant 
un même lacet plusieurs fois de suite, on obtienne une 
permutation circulaire des valeurs J^n^a? ^s? • • • àe y\ 
nous considérerons comme distincts tous les lacets par* 
courus avec des valeurs initiales différentes dej^. Ainsi, 
par exemple, si le point a est un point critique ordi- 
naire, deux racines yi et /^ se permuteront l'une dans 
l'autre en parcourant ce lacet ^ nous le supposerons 
double, mais seulement pour la commodité du langage, 
en sorte que, s'il est parcouru avec la valeur initiale y,-, 
nous le considérerons comme formant un premier lacet 
unissant yi à y*, et s'il est parcouru avec la valeur ini- 
tiale j'ii, nous le considérerons comme un second lacet 
distinct du premier et unissant yj, àyi. 

De même, si au point a trois valeurs y,-, yf^yi se per- 
mutaient entre elles, on aurait à considérer le lacet cor- 
respondant comme triple : l'un des lacets simples unirait 
yi k jTj et serait parcouru avec la valeur initiale y,-, et 



(*) Il va sans dire que nous supposons que le chemin rectiligne x^x 
ne rencontre pas de point critique. S'il en rencontrait un, ce qui n'arri* 
Tera que dans des cas tout particuliers, il faudrait, pour l'exactitude du 
théorème, éviter ce point en déformant le contour rectiligne. 
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ainsi de suite. Ainsi^ au mot lacet est attachée Tidëe 
d^un chemin et Tidée d'une valeur initiale de y bien 
déterminée. 

DES INTÉGKALES ELLIPTIQUES. 

Dès les débuts du Calcul intégral, on est arrêté par 
des difficultés insurmontables quand on veut calculer la 
fonction dont la dérivée dépend d'un radical carré re- 
couvrant un polynôme du degré supérieur au second. 
Cette difficulté provient de ce que la fonction cherchée 
dépend de nouvelles transcendantes irréductibles, comme 
Ta prouvé M* Liouville, aux transcendantes étudiées 
dans les Éléments ou aux fonctions algébriques. Le- 
gendre, qui soupçonnait cette irréductibilité, s'est sur- 
tout attaché à étudier les propriétés analytiques des 
transcendantes les plus simples auxquelles conduit le 
Calcul intégral, et a créé la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

On donne le nom àUntégrales elliptiques à des inté- 
grales de forme simple, auxquelles on peut ramener les 
intégrales de la forme 

(i) y=fY[x,y)dx, 

où F(x, y) désigne une fonction rationnelle de x et 
de y^ et où y représente un radical de la forme 



y = ^Ax* -h Bx^ -+7 Cr' -h Dj; -f- E, 

A, B, C, D, E désignant des coefficients constants. 
Nous supposerons le polynôme placé sous le radical dé- 
composé en facteurs, et nous aurons 



G désignant un nombre quelconque réel ou imaginaire. 
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Od simplifie la formule (i) en posant 



on trouve alors 


a+H. 


N 


V=/*(|,«)dÇ 



4> (Ç, yj) désignant une fonction rationnelle de \ et de iQ, 
et Y] désignant le radical 

y = V^G[a — a -H (^ — a) \\la — p+(^, — p)^].... 

Les puissances impaires de \ sous le radical disparaî- 
tront si l'on pose 

[a - a) (6 - p) -4- (« - P) (6 - a) =o, 
(a — 7) (^ — ^) -4- (fl — ^) (6 — y) = or 

d'où Ton tire 

7.ah — (fl -h ^) (a 4- P) -h 2ap = o, 

2û^ — («H- 6) (7 + ^) + 27<î = o, 
OU 

«6(7-!-^] — 7(î(a-l- S) 

ÛO = -^-^ £ — r -^^ 

a+p— 7— ^ 
2ap — 27^ 



4-p — 7— ^ 



Ces équations montrent que a et £ sont racines d'une 
équation du second degré facile à former. On pourra 
donc toujours supposer que la quantité placée sous le 
radical >? ne contient que le carré et la quatrième puis- 
sance de la variable \. 

Cette transformation semble tomber en défaut quand 
on a aH-j3 — y — $ =1 o\ mais alors on a 
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et il suffît de poser 

pour faire disparaître les puissances impaires de la 
variable. 

Remarque I, — Il est bon d'observer que, si le produit 
[x — a)(x — (3)(.r — y)[x — 5) est réel, les quan- 
tités aelb pourront toujours être supposées réelles; en 
effet, la condition de réalité des racines de l'équation 
du second degré qui fournit aelb est 

(ap - 7^)» — [ap(7 -^ S) — 7^(a + ?)](«+?- 7 - «)*>0. 

Le premier membre de cette égalité s'annule pour 
a = y^ 0L = $y |3 == y, |3 = 5, et Ton constate facilement 
qu'il est égal à (a — y)(a — $)(^ — y){^—$). Il est 
donc réel si a, /3, 7, J sont réels. Il est encore réel si, 
ce que l'on peut supposer, a et (3 sont conjugués, et si y 
et $ sont réels ou conjugués. Ainsi donc on peut tou- 
jours supposer a el b réels si 

est un polynôme à coefficients réels. 

Remarque II. — Si le polynôme placé sous le radical 
y n'était pas décomposé en facteurs, en remplaçant x par 

et en annulant les coefficients de g et £• sous le 

radical, on obtiendrait la même simplification. 

Remarque III, — Si l'on avait 



en posant 
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on trouverai l 

4> désignant une fonction rationnelle de ^ et de n. 

Ainsi toute intégrale telle que V, dans laquelle y dé- 
signe un radical carré recouvrant un polynôme du 
troisième ou du quatrième degré, peut être ramenée à la 
forme 

V=:/*{a:,r)^x, 

jr désignant un radical de la forme 



\/G(i 4- nix^)[i -h nx^)y 



m et n désignant des constantes, et il est clair qu'en 
posant 



m 



on pourra ramener le radical à la forme 



Posant alors 

j = V(l-:r^)(l~X-'.r^), 

les intégrales que nous nous proposons d'étudier pren- 
dront la forme 

F désignant toujours une fonction rationnelle. Nous 
verrons par la suite que la quantité /r^, à laquelle ou a 
donné le nom de module, peut toujours être censée 
réelle et moindre que Tunité. 



(44) 

RÉDUCTION DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES 
▲ DES TYPES SIMPLES. 

Reprenons Tintégrale 
(i) V=/F(:r,:^)^, 

dans laquelle nous avons vu que Ton pouvait supposer 



^ = ^(i— ar»)(i— A-'x'); 



F(x,j-) peut toujours être mis sous la forme— ^ — !^> 

f et ^ désignant deux fonctions entières de x et j^; 
mais une fonction entière de a: et de ^ peut toujours 
être censée du premier degré en /, car y^ est une fonc- 
tion entière de x^ y^ est le produit de y par une fonc- 
tion entière de x^ etc. On peut donc poser 

Â, B, G, D désignant des polynômes entiers en x. 

Si Ton multiplie les deux termes de cette fraction 
par C — Dy, elle prend la forme 

M et N désignant deux fonctions rationnelles de x, et 
comme Ny = — ^> on peut encore écrire 



p 

P désignant une nouvelle fonction rationnelle de Jtr ; la 
formule (i) donne alors 

La première intégrale s'obtient par des procédés bien 
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connus et peut s'exprimer au moyen des logarithmes et 
des fonctions rationnelles. Il reste alors à étudier les in- 
tégrales de la forme 

Je dis que l'on peut toujours supposer qu'il n'entre 
dans l'expression de P que des puissances paires de x ; 
en effet, on peut poser 

I -H L^ 

H, K, I, L désignant des polynômes de degré pair en x, 
et, par suite, on a 

> (H + Kx)(I~Lar) . 

P peut donc être censé de la forme 

M 4-Nj; 

M, N, S désignant des polynômes de degré pair. La 
formule ( a ) donne alors 



rudx TN dx 



La seconde intégrale, en posant x* = 2, prend la forme 

dz 



f/N 



^{i-z)\i-Pz) 



on f(z) est rationnel en z] elle pourra donc s'obtenir 
par les procédés enseignés dans les Éléments du Calcul 
intégral. Il ne reste donc plus qu'à s'occuper des inté- 
grales de la forme (2), dans lesquelles P ne contient que 
des puissances paires de x. 

La fonction P, étant décomposée en éléments simples, 
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A 



se composera de termes de la forme A-r*" et -7 



07» — a» 

A et a désignant des constantes, et Tintégrale U se com- 
posera elle-même de termes réductibles aux formes 

/x^ . C dx 

L'înicf;rale u peut encore se simplifier, et l'on peut tou- 
jours supposer m = o ou m = i : il suffit pour cela d'ob- 
server que Ton a 

a, hy c désignant des constantes que Ton déterminera en 
faisant les calculs indiqués^ on en conclut la formule de 
réduction 

3?"^^ Y = a I — dx -\- b \ dx -{- c I dx , 

— dx de proche en proche, 
quand on connaîtra 

/dx /•ar^r/x 

il suffira pour cela d'y faire successivement 

/»• — — 2,Oa •••• 

DES TEÀNSGENDÀNTES DE LEGENDRE ET DE JACOBI. 

En définitive, les intégrales de la forme 

fF(x,x)dcy 

où F désigne une fonction rationnelle de x et d'un ra- 
dical carré recouvrant un polynôme du quatrième de- 

I 
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gré, peuvent se calculer au moyen des fonctions algé- 
briques, logarithmiques, circulaires, et au moyen de 
trois transcendantes nouvelles : 

/dr 



ou 

dx 



J (i —ax' 



)v^(i — ^')(i —^'a:^) 



La première est, comme on le verra, la plus impor- 
tante : ce sont les trois intégrales elliptiques de pre- 
mière, de deuxième et de troisième espèce. 

Legendre pose ar = sin(f; les trois intégrales précé- 
dentes deviennent alors, en prenant poui limites infé- 
rieures zéro, 



X 



^i — /-'sin'y 



I /•? //<p I r? f . 



et 



X 



^ dff 



'q (i — asin^<pj^i — >{'sin'y 

la première était pour Legendre Tintégrale de première 

espèce, l'intégrale / ^i — A* sin'ç rfy «fait l'intégrale 

de deuxième espèce, la troisième était rir<i%ralede troi- 
sième espèce. L'intégrale de deuxième eupèce représente 
l'arc d'ellipse exprimé en fonction de l'anomalie excen- 
trique de son extrémité. 

cp est ce que Legendre appelait V amplitude des trois 
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intégrales, k porte le nom de module, a est le para^ 
mètre de Tintégrale de troisième espèce. 

Legendre, dans son Traité des fonctiojis elliptiques, 
étudie surtout les propriétés des trois intégrales que 
nous venons de signaler, et indique le moyen d'en con- 
struire des Tables. Mais Abel et Jacobi, se plaçant à un 
point de vue beaucoup plus élevé, ont considéré les in- 
tégrales elliptiques comme des fonctions inverses; pour 
bien faire saisir la pensée qui a guidé ces géomètres 
dans leurs recherches, nous ferons observer que les loga- 
rithmes et les fonctions circulaires inverses pourraient 
être définies par les formules 



log 



x-= \ — y arcsmx= I 

Jl ^ Jo Jl — x^ 



et auraient certainement été étudiées avant Texponen- 
tielle, le sinus, etc., si ces fonctions directes n^avaient 
pas été fournies par des considérations élémentaires. Le 
fil de Tinduction devait laisser penser que Tintégrale 



X 



fix 



ne définissait pas une fonction aussi intéressante que 
son inverse. 

r^ dr 

ÉTUDE DE L IlfTÉGRÀLE I — 

Jo v^(r-«)(r~P)(r-7)(r-^) 

Avant d'étudier la fonction elliptique, il convient, 
pour la commodité de l'exposition, d*étudier Pintégrale 
un peu plus générale 



^Ç ^ dr 

Jo v^(r-«)(jr-p)(r 



7)(j-^7 
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X est une fonction évidemment continue de y, tant 
que y n'est égal à aucune des quantités a, (i, y, J, oo , et 
réciproquement y sera une fonction continue de X] et, 
lors même que y passe par la valeur a par exemple, 
X reste continu. En effet, posant x=f{j)^ on a 






^r 



cette expression est finie comme Ton sait^ on a aussi 

77^\/(7^PHr-7)(r-^)' # 

et, par suite, 

/(a + A)-/(a) 



=x 



aH- A 



a six— a v^(r — P) (r — 7) (r — ^) ' 

soient M une quantité dont le module reste supérieur à 
celui de - - ^ e une quantité dont le 

\i[y-mï-i)y-^) 

module est au pfus égal à i , on aura 

fc/« V J^ 

cette quantité est bien infiniment petite. Ainsi : 

Théorème I. — La fonction x et, par suite, son in- 
verseysont continues, excepté quand y ou x sont infinis. 

Pour préciser le sens de la fonction Xy il faut sup- 
poser que, pour r = o, le radical ait une valeur déter- 
minée, que nous représenterons par -t- sjoti^yà^ et quand 
je dis que, pour jr = o, le radical a cette valeur, j'entends 
par là que l'intégrale est engendrée avec la valeur + sja^yà 
qui pourra prendre au point o la valeur — ^a^yà quand 
L. Fond, ellipt. 4 
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la variable y reviendra en ce point. Cela posé. 

Théorème IL — La fonction y admet deux périodes . 

En effet, les contours que l'on peut suivre pour en- 
gendrer l'intégrale x peuvent se ramener : i° au con- 
tour rectiligne O)^ , a? à ce contour précédé de contours 
fermés aboutissant en o et formés de lacets. 

Soient AjBjC, D les valeurs que prend l'intégrale 
autour des lacets relatifs aux points a, jS, 7, 5. 

Appelons i la valeur que prend l'intégrale x quand le 
chemin que suit la variable y est le contour recti- 
ligne oy\ X pourra prendre les valeurs suivantes : i^ la 
valeur i ; 2® les valeurs A — i, B — i, C — i, D — ^ ( *)• 

En effet, par exemple, la variable y parcourant d'a- 
bord le lacet A dans le sens direct ou dans le sens ré- 
trograde, X prend la valeur A, le radical revient en o 
avec sa valeur primitive changée de signe, la variable 
décrivant ensuite le chemin oy^ l'intégrale prend le 
long de ce chemin la valeur — z, et l'intégrale totale se 
réduit à A — /. • 

3° En général, quel que soit le sens dans lequel on 
parcourt un lacet, la valeur de l'intégrale ne dépend 
que du signe du radical à l'entrée du lacet, et ce signe 
change à la sortie du lacet ^ il en résulte que, si la valeur 
initiale du radical est précédée du signe 4-, la valeur 
générale de x sera 

A — B-f-C — D-f-...=h/, 



(*) L'intégrale le long d'un lacet est facile à calculer; supposons qu'il 
s'agisse du lacet relatif au point a, elle se composera de Tintégrale rec. 
tiligne a, de l'intégrale prise le long du chemin circulaire décrit au- 
tour de a, intégrale nulle, et de l'intégrale rectiligne aO, laquelle est 
égale à U a parce qu'elle est parcourue en sens luverse de a et avec le 
signe — placé devant le radical. Ainsi A = 2 (Oa); le radical, en effet, 
change de signe quand le point ^ tourne autour de a. 
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le signe de i ëiani -+- s'il est précédé d'un nombre pair 
de termes, — s'il est précédé d'un nombre impair de 
termes ; de sorte que, si l'on pose 

P = /w,(A--. B)-f-/Mj(A — C) H-/W3(A — D) 

/W4(B ~ C) 4- jw» (B — D) -+-/ii,(C— D), 



1711,-7772, ...»772e étant des entiers positifs ou négatifs, 
les valeurs de x seront de la forme 

I P-h7, P-f-A-/, PH-B-/, 
^ ' \ P4-C — I, PH-D— /, 

que l'on peut simplifier. En effet, si l'on intègre 



/ 



v/(r-«)(7~P)(r-7)(r~<J) 

le long d'un cercle de rayon infini décrit de l'origine 
comme centre, on obtient un résultat nul, mais cette in- 
tégrale est aussi égale à la somme des intégrales prises 
successivement le long des quatre lacets; donc 

A — B + C — D = o, 
si l'on pose 

A — B = «, B--C = cr, 

on aura 

B = A — », C=A — » — CT, D = A— B-i-Cc=A — cT, 

A — B=i:cr, A — C=«-|-Bi, A — D=:tïT, 

B — C=:cr, B— D = cr — «, C — D= — «. 

La quantité P est donc de la forme 77ioi) + /icy, et les di- 
verses valeurs de x de la forme 

mo» -r /lu -h! ou /H» -t-/icr -4- A — i. 

Les quantités meln désignant des entiers quelconques, 

4. 
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îl résulte de là que, sî l'on faitj- =f(x)j on aura 

(4) /(/ww-h/icr-l-/)=./(mw-h/itjH- A — /)=/(«); 

la fonction y admet donc les deux périodes o) et tr. 

Si nous partageons le plan en une infinité de parallé- 
logrammes, dont les côtés soient o) et 77, ces parallélo- 
grammes porteront le nom de parallélogrammes despé» 
riodeSy et nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

Théorème III. — Dans chaque parallélogramm,e des 
périodes y la fonction y prend deux fois la même valeur 
pour deux valeurs distinctes de x. 

On peut démontrer directement que la fonction j' est 
monodrome dans toute Féteadue du plan. En effet, si le 
point j" se meut dans une portion du plan qui ne con- 
tient pas des points critiques, x reste fonction mono- 
drome de y^ et l'équation 

(A / " x=o 

« 
fournit une série de valeurs de x comprises dans un cer- 
tain contour C. Réciproquement, la racine y de cette 
équaiion ne pourra cesser d'être monodrome qu'autour 
des points où^ acquerrait des valeurs multiples ou au- 
tour desquels le premier membre de l'équation cesse- 
rait d'être monodrome ou fini par rapport ky\ or, la 
dérivée du premier membre de notre équation relative 
à y ne s'annule que pour y = 00 5 les seuls points où^ 
pourrait cesser d'être monodrome correspondent donc à 
/ = a, (3,7, Jet 00, 

Posons donc 

^- = a + «S 
dy dz 

dx dx ' 
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la formule (A) deviendra 



L 



-r — j: = o. 



La fonction z ne cesse évidemment pas d'être mono- 
drome autour du point z=o, et, par suite, j^ ne cesse 
pas d'être monodrome autour du point a (a, (3, y sont, 
bien entendu, supposés différents les uns des autres). 

Si Ton veut étudier ce qui se passe autour du point 
X = Ç, pour lequel j^ = oo , on posera 

I 

on aura alors, au lieu de la formule (Â), 

fit 



•/oo 



— ar=:o, 



et, en raisonnant comme plus haut, on voit que cette 
équation, pour y = oo ou pour z = o, ne cesse pas 
d'être monodrome par ra*pport à x. 

Nous verrons plus loin une démonstration lumineuse 
de ces résultats, mais il était nécessaire de présenter ces 
considérations pour faire comprendre l'esprit qui nous 
guide dans nos recherches. 

Notre but dans ce paragraphe était de montrer com- 
ment on pouvait être conduit à concevoir des fonctions 
possédant deux périodes. 

ÉTUDE ET DISCUSSION DE LA FONCTION siu am X. 

Considérons l'intégrale 



(l) ir= I y 



) 

qui est la plus simple de celles auxquelles se ramènent 
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les iniégrales que nous avons considérées plus haut. 

Legendre posait 

jr = sin ç; 

il obtenait ^lors la relation 

Je? fh 

(f était ce quMl appelait l'amplitude de Tintégrale j:. 
Alors, en posant ff= amx, on a 

f = sinamj:; 

le nom de sinamo: est resté à j^ considéré comme fonc- 
tion de X. Nous adopterons la notation de Gudermann, 
plus simple que la précédente, due à Jacobî, et nous 

aurons 

jr = sinam x = sn^, 



\/ 1 — 7=^== cosama?=: cnjr, 



r 



tangam A-= in a:. 



Nous reviendrons d'ailleurs sur ces formules pour en 
préciser le sens et déterminer le signe qui convient a 
chaque radical. Dans ce qui va suivre, k sera quel- 
conque, mais, dans la pratique, k sera généralement 
réel et moindre que Funité. 

D*après ce qu'on a vu au paragraphe précédent : 
1° La fonction snx sera continue, monodrome et 
monogène dans toute l'étendue du plan. 
Q? Elle possédera deux périodes, l'une 

r - . n _=^_, 

correspondant aux deux lacets successifs et relatifs aux 
points critiques — i et-Hi. Nous l'appellerons 4^9 



2 

o 



Dous observerons qu'elle est réelle quand k est réel, et 
d'ailleurs moindre que l'unité en valeur absolue, 

\'[i-y')[^-^V 



l'autre période est 



Jo ^ Jo ' 



A 



A désignant, pour abréger, le radical^ on peut la repré- 
senter par aK' ^ — i, en posant 



KV-.= l'*f. 



Si Ton fait 



on trouve 






k est ce que l'on appelle le module^ 

V est le module complémentaire^ 

K est V intégrale complète^ 

K! est Vintégrale complète complémentaire. 

Ainsi les côtés du parallélogramme des périodes sont 

4Ket 2K!yf^i. 

3" La fonction sn j: passe deux fois par la même va- 
leur dans le parallélogramme, et, d'après la discussion 
faite au paragraphe précédent, 

sn['2K — ar)=snj:. 

4® La fonction sno: s'annule en particulier deux fois 
dans chaque parallélogramme, et comme on a évidem- 



é 
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ment sno = o, les zéros de snj? sont donnés par les 
formules o et 2K, ou, plus généralement, ' 



2(2m + i)K 4-2R'«v/— I ) 

5** Cherchons les infinis de sno:. L'un d'eux sera 
donné par la formule 

et Ton peut supposer que le contour d'intégration soit 
rectiligne en laissant d'un même côté de lui-même les 

points critiques + i et -l-y» et, de l'autre côté, — i et 

A' 

— -t] mais un tel contour peut être remplacé par un 

demi-cercle de rayon infini décrit sur lui-même comme 
diamètre, à la condition d'y adjoindre les deux lacets 
relatifs aux points critiques. Or le contour circulaire 
donne une intégrale nulle ^ on a donc 



. 00 

2a 



et, par suite, 

Ainsi l'un des infinis de siio: est K'^ — i, et, comme 

sn(2K — a:) =sna:, un autre infini sera aK — K y/ — i. 
En général, les infinis de sno: seront 



4mK-h(2/H-i)K's/— T 

/ .^ , .^, l ( ou 2K/îtH-(2/n-i)KV-~i. 

2(2/»H-i)K-l-(2/n-i)KV— n ^ ^ 
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6^ Od a, comme il est facile de le voir, 

snar = — sn( — a:). 

7" sdK'y/ — I étant infini, posons, dans Téquation 



^^=:V^(I-J^)(I-X.V), 

j^ = — > a: = K' y/ — I -h « : nous aurons 

n Z 



d'où nous concluons, z s^annulant avec f, 

tt = d=snr = zhsn(— KV^^H-x) =:ii:sn(KV--î -H jf)i 
et, par suite. 



d'où l'on lire 



Asna: 



8° Enfin l'on a 

sn(K)=ii,. sn(K + R'v^^) = | 

A' 



SUR LES FONCTIONS DOT^BLEMEriT PÉRIODIQUES. 

La discussion faite au paragraphe précédent nous a 
révélé l'existence de fonctions monodromes et mono- 
gènes possédant deux périodes. Ces fonctions (et les 
fonctions elliptiques sont les plus simples d'entre elles) 
jouissent de propriétés communes qui peuvent en sim- 
plifier l'étude*, nous commencerons par faire connaître 
ces propriétés. 

Sans doute une bonne partie de la théorie des fonc- 
tions elliptiques pourrait être faite, et même a été édi- 
fiée avant la découverte, toute récente, de ces pro- 
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prictés; mais leur connaissance explique bien des 
méthodes d'investigation qui pourraient, sans cela, 
être regardées comme des artifices de calcul heureux, 
mais peu propres à éclairer sur la méthode d'invention. 

Théorème I. — // n existe pas de fonction mono- 
dronie et monogène possédant deux périodes réelles et 
distinctes. 

En effet, si la fonction y (x) possédait les deux pé- 
riodes <ù et tj, on aurait 

m et n désignant deux entiers quelconques. Or, si co et ex 
sont commensurables, soit a leur plus grande commune 
mesure et 

u= ka, ra = /a. 

Si l'on pose 

m A + /z/ =: I, 

cette équation aura toujours une solution, car k et l 
peuvent être censés premiers entre eux. On aura donc 

m A a -+- nla=i oc ou /w w '+ « cj = a, 
par suite 

a serait donc une période et tù et xs seraient ses mul- 
tiples. Si Cl) et C7 sont incommensurables, on pourra tou- 
jours satisfaire à la formule 

OÙ e est très-petit. Il suffît, en effet, pour cela, de ré- 
duire - en fraction continue : soit - une réduite quel- 

conque,^ la réduite suivante; — sera compris entre ces 
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deux réduites dont la différence — , tend vers zéro. On 

pourra donc poser 

a p B 



» 9 7'/ 
et 



//iCt) 



tp on fma-i-np nQ~\ 
m-hn - H- /i — j == w I — H 7 
9 99 A L 9 99 A 



Or on peut, en supposant - irréductible (ce qui a lieu 

pour les réduites d'une fraction continue), prendre 
mq -\-np = i ; mais m et n sont le numérateur et le dé- 
nominateur de la réduite qui précède ~; donc -y <^ i 

et mtù -h nzs se réduit i une quantité moindre que — » 
c*est-à-dire aussi petite que Ton veut e. On aurait donc 

f[x-^9)=/[x) ou /(x-|-«)— /(ar)==0, 

€ étant aussi petit que Ton veut. La fonction 

/(:r-he)— /(*) = o 

admettrait donc une infinité de racines e, 26, 3e,... 
dans un espace fini du plan; Tintégrale 






f^a:-\-z)—f[x) 



serait donc infinie, ce qui est absurde. Il est évident que 
deux périodes dont le rapport est réel ne peuvent pas 
coexister non plus. En effet, soit r le rapport des pé- 
riodes \ on pourra poser 



fù = rwy 



et Ton aura 

/(x-4-a.)=/{ar), /(x+ ra>) =:/{x) 
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OU 

en désignant par F ( - J la fonclion/(a:) ; x étant quel- 
conque, on aurait 

F(:r-hi)+F(^), F(x+r) = F(a:), 

et la fonction F aurait les périodes réelles i et r. 

Théorème TI. — Une fonction monodrome, mono- 
gène et continue ne saurait avoir plus de deux pe- 
riodes. 



En effet, soient a -f- i yj — i, a '-f- V yj — i, a'^ -t- b^' y/ — i 
trois périodes de la fonction y (x), s*il est possible. Je 
dis que Ton pourra toujours trouver trois entiers m, 
m'y m^\ tels que Ton ait 

a!" z=ma-\' m'a -h m!' a!' < c , 
h"' = mb -^m'b' -^ m" h" < s, 

£ étant un nombre si petit que Ton voudra. Eu effet, 
considérons la quantité 

a"'}," — h'" a'' = m [ab" — ba'') -f- m'{a'b'' — b'a''); 

on pourra toujours, comme on Fa vu dans la démon- 
stration du théorème précédent, choisir m et m' de telle 
sorte que a'^^i'^ — i''^a" soit moindre qu^une quantité 
donnée, et même de telle sorte que Ton ait 

fl'' ab^" — ba" , fl' b'' — b'a'' ^ , 
""^Y^ ou m V-m ~~ <^, 

c'est-à-dire, en valeur absolue, 



a'' 



(i) û"<^+^"'p-, 



( 6, ) 

mais m et w! ayant été ainsi déterminés, on pourra tou- 
jours choisir m!^ de telle sorte que Ton ait en valeur 

absolue 

b'" mb ,b' „ ^i 

et, par conséquent, 

y" a" I 

On pourra donc, en vertu de (i), prendre 

(a) désignant la valeur absolue de a", ou, en définitive, 

prendre a"^<^ — ^- Or, de (2), on tire V" <c}- — '\ ainsi 

2 2 

on pourra prendre d" et V" moindres en valeur absolue 

que les demi -valeurs absolues de a''^ et V" . Gela étant, 

considérons les quantités 

û'^ =: n'a! -h n" a" -h n^'j!', 

b'^=:n'b' -hn^'b^'-hn^'b'^; 

on pourra choisir les entiers w', //, nf^^ de telle sorte 

a» If 

que l'on ait en valeur absolue a"^<; — >.i'^ <[— . On 

2 2 

pourra déterminer d'une façon analogue des nombres 

a^ <^ — 5 h^ <C^ — îCt ainsi de suite; mais al" ^ a''', cC y . , . 

2 I 

sont des fonctions linéaires à coefficients entiers de a, 
«', a''; de même 6"', i*^, i^, ... sont des fonctions 
linéaires à coefficients entiers de &, h\ V \ ces fonctions 
linéaires vont en décroissant, au moins aussi rapide- 
ment que les termes de la progression géométrique de 

raison -•, donc elles peuvent être prises moindres que 

toute quantité donnée. c. Q. F. d* 
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Si donc la fonction y*( or) admettait les trois périodes 
a-^byj — 1, a! -^V sj — I, al'-^-b"^ — i, elle admet- 
trait une période a^'^ H- i^'^ \l — i de module aussi petit 
que Ton voudrait ; f[x -h- e) — f{^) = o aurait donc 
une infinité de racines dans un espace limité, ce qui est 
absurde. Il n'y aurait d'exception à cette conclusion 
que si Tun des nombres ai et son correspondant bi s'an- 
nulaient rigoureusement. Mais alors, en appelant ot), ci)', 
w", pour abréger, les trois périodes et en désignant par 
m, /w', m" trois entiers, on aurait 

(i) /w« -Hiw'w' -h /?i"w" =: o. 

Soient n\ le plus grand commun diviseur de m et m', et ]ut, 
y! les quotients de m et m! par ni^ ^ si l'on pose 

on pourra toujours choisir n et n! de telle sorte que le 
déterminant [kn' — w/x' soit égala i pour des valeurs 
entières de n el n!\ alors o) et &)' s'exprimeront en fonc- 
tions linéaires de ot)'j etcoi, à coefficients entiers. On aura 
ensuite, au lieu de (i), 

Divisant les deux membres de cette formule par le plus 
grand commun diviseur de ni^ et de ml'^ elle prend la 
forme 

Pi», -h f*''»" =0. 

et si l'on prend//,//' — ^"y^\ = i, ce qui. est possible, et 

si Ton pose 

% /î,«, H- /i » — «,, 

tà\ et tù" seront des multiples de iti\. En résumé, o) et co 
sont fonctions linéaires et à coefficients entiers de tù\ et 
de cOi, c'est-à-dire de o), et de coi. Il en est de même 
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de tù"'^ nos trois périodes se rédui^senl donc à deux de la 
(orme pii}\ -f- «ycOj, ^ et q désignant des entiers. 

THÉORÈME DE M. HERMITE. 

Théorème. — L* intégrale d^iine fonction double- 
ment périodique prise le long d'un parallélogramme 
de périodes est nulle. 

Ce théorème, ou plutôt cette remarque fondamen- 
tale, estdue à M. Hermite : elle est presque évidente. En 
effet, le long de deux côtés opposés, la fonction prend 
les mêmes valeurs, mais la différentielle de la variable 
y prend des valeurs égales et de signes contraires; la 
somme des intégrales prises le long des côtés opposés est 
donc nulle, et il en est de même de l'intégrale totale. 

Première conséquence. — Une fonction doublement 
périodique s'annule au moins une fois et devient infinie 
au moins une fois dans chaque parallélogramme des pé- 
riodes, car sans quoi elle ne deviendrait jamais ni nulle 
ni infinie; mais le théorème de M. Hermite nous ap- 
prend que dans chaque parallélogramme il y a au moins 
deux infinis et deux zéros. 

En effet, si dans un parallélogramme il n'y avait 
qu'un infini, l'intégrale prise le long du parallé- 
logramme serait égale au résidu relatif à cet infini multi- 
plié par 2 7r^ — i. Or ce résidu ne saurait être nul; 
donc il ne saurait y avoir un seul infini dans le parallé- 
logramme : il ne saurait non plus y avoir un seul zéro, 
caria fonction inverse n'aurait qu'un seul infini. 

Deuxième conséquence. — Dans chaque parallé- 
logramme ^ il y a autant de zéros que d^ infinis. 

En effet, soit f(z) une fonction à deux périodes ^ 

~T aura les mêmes périodes: en l'intégrant 
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le long d'un parallélogramme, on doit trouver zéro, ou 
la différence entre le nombre des zéros et des infinis de 
f{z): cette différence est donc nulle. 

Troisième conséquence. — En intégrant 

le long du paxallélogramme des périodes, et en appe- 
lant 0) et tj les périodes, on trouve la différence entre 
la somme des zéros et celle des infinis contenus dans ce 
parallélogramme^ elle est 

La première intégrale est prise le long de la période tr, 
et la seconde le long de la période b>; en effectuant, on a 

-= — wlog-^-r-r htarlog T-pr— 

27rv^— iL /(*) J{^) J 

ou 

[tj log 1 — w log i] = m'ia 4- /2 w ; 



27r^— I 

cette quantité est une période. 

Quatrième coivséquenge. — Une fonction double- 
ment périodiquCy qui admet n infinis, ou, ce qui rei'ient 
au même, n zéros dans un parallélogramme de pé- 
riodes, passe aussi n fois par la même valeur a à Vin' 
té rieur de ce parallélogramme, ^ 

En effet, soîty*(a:) une telle fonction, /(x) — a aura 
aussi n infinis et, par suite, n zéros; doncy(a:) passe 
n fois par la valeur a. 

Une fonction doublement périodique qui possède 
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n infinis dans un parallélogramme élémentaire est dite 
d* ordre n. 

La somme des valeurs de la variable x, pour les- 
quelles f[x) prend la même valeur, est constante à des 
multiples des périodes près; en effet, d'après ce que Ton 
a vu (troisième conséquence), y^(^) — a est nul pour 
n valeurs de z qui, à un multiple des périodes près, ont 
une somme égale à celle des infinis àef[x). 

Il n'y a pas de fonctions du premier ordre, puisque 
toute fonction à deux périodes a au moins deux inGnis 
dans chaque parallélogramme élémentaire, et les fonc- 
tions doublement périodiques les plus simples sont an 
moins du second ordre. 

Nous allons maintenant essayer d'établir directement 
l'existence des fonctions monodromes, monogcnes, con- 
tinues et doublement périodiques. 



rem^luques relatives aux produits infinis. 

Nous allons bientôt avoir à considérer des produits 
de la forme 

fW= TT TT 6+ ^ "" ^ . )' 

*^' M.JL 1.x \ a-\- m(ù -\- n(ù j 

et il est bon de montrer dès à présent que la valeur du 
produit en question dépend de la manière dont on l'ef- 
fectue, c'est-à-dire, en définitive, de l'ordre des facteurs. 
Considérons, en effet, m et n comme les coordonnées 
d'un point, et faisons le produit de tous les facteurs cor- 
respondant à des valeurs de m et n intérieures à une 
courbe Ci et de tous les facteurs correspondant à des va- 
leurs de m et n intérieures à une courbe Cs* Soient Pj 
L. Fond, eliipt, 5 
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et P, les produits, on aura 



2 



p = ll.i 



Xi y a -h ma -h non y 



m el n désignant les valeurs eu licres comprises entre les 
di'ux contours Ct et Cj. On en tire 

logP.— logP, 

r=;2Iog(n -) 

=xy î ^y( ' 



On voit que logPj — logP, peut être infini 5 mais 
il peut aussi être fini : c'est ce qui arrivera quand 

7 ; sera fini. C'est ce qui arrivera encore 

lorsque, > > étant nuL parce que les deux 

* ^ J^a -h m<a-^ non ^ ^ 

contours ont pour centre Toriffine, >'-. — 

ne sera pas nul : ce cas remarquable a été examiné par 
M. Cayley. En désignant par A la valeur de cette 
somme, on aura, en négligeant des termes infiniment 
petits, 

logP, — logPj = — * — > 
et, par suite, 

P» 

L'ordre dans lequel on effectue le produit, même en pre- 
nant autant de termes positifs que de termes négatifs 
dans chaque produit partiel, peut influer sur le résultat 

en introduisant une exponentielle de la forme e ; 
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c'est ce qui nous permettra d'expliquer un paradoxe que 
nous rencontrerons plus loin. 



SUR LES FONCTIONS AUXILIAIRES DE JACOBI. 

Essayons maintenant de former directement une fonc- 
tion monodrome et monogène admettant les périodes 

4K et aK'^ — i de sn x. Si l'on observe que Ton a 



sin:r 
ou 



inx = x(,-5)(.-^)..., 



n 



sin X = lim TT ( i ^-- j pour « = oo , 



— n. 



en supposant i remplacé par a:, on sera tenté de 



poser 



SDJC = 



rrf. ^ — ^^ 



en remplaçant i par x, ou tout au 

2K9 -f- 2K'o ^ — I 

moins y aura-t-il lieu de se demander si le second mem- 
bre de cette formule ne serait pas doublement périodique. 
On voit d'ailleurs que ce second membre a été formé de 
manière à s'annuler et à devenir infini en même temps 
que sno:. Malheureusement, d'après ce que l'on a vu au 
paragraphe précédent, les deux termes du quotient que 
nous considérons sont divergents, et ce quotient n'est pas 

bien déterminé * auoi qu'il en soit, en groupant conve* 

5. 
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iiablement les termes, on peut obtenir une fonction bien 
définie qu'il convient d'étudier. 

Considérons, en particulier, le produit 

T\(^- ^ ^) 



ou 



\ 2Ko4-2K'ov/— 1/ 



doit être remplacé par x. 

En faisant d'abord varier m seul, il devient 



ou 



n2K/W-ï-2K'/?\/ — I — X 
2Kw4-2K'«v/^^ 

nKfn sj— I — X Yj ( 2K'/i \/— I — x\ 

"^ 2K'/îv^^=n[ ^^\ 2K/W ) 

V- 2K.. J^ 
, en observant que ^ TT ( i ^ ) est égal à - sin ttx, 

. iYJ n J — I — X 
sin 1— 9r 

2K 



. 2K'«i/— I 

sin « 

2K 



Quand /i = o, il faut remplacer ce produit par sin —r-j et 

K. 

le produit cherché peut s'écrire 

""k11 [q--r) ' 



K' 



m posant, pour abréger, ^ == e . On peutencore écrire 



sm 
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ce produit ainsi : 

OU, en groupant les termes correspondant à des valeurs 
de n égales, mais de signes contraires, 

I — 2 7*" ces-— — h 9*" 



i«) sin- U 



[i-r^Y 



En traitant le second produit ou le dénominateur de snx 
comme on a traité le premier, on le trouve successive- 



ment égal à 



ou 



. (9./Ï H- i)KV— I— J? 
sm n 

n — 

sm^ '- K 

3K. 



K. 



n 

Les deux résultats auxquels nous venons de parvenir sont 
d'ailleurs convergents si, ce que Ton peut toujours sup- 
poser, le module de q est moindre que l'unité, c'est-à- 

K' 
dire si Ja partie réelle de-rz- est positive. 

La méthode même que nous avons suivie pour former 
le numérateur et le dénominateur de snx montre que 
ces termes ont des valeurs qui dépendent de l'ordre de 
leurs facteurs; et, en effet, si nous considérons, par 
exemple, le dénominateur qui, à un facteur constantprès, 
est 
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il a manifestement la période 4K.'*"que possédait sno:, 
mais il n'a pas la période 21K' qu^.il aurait eue en lais- 
sant d'abord m constant pour faire varier n; et il n'a cer- 
tainement pas la période qz'K', sans quoi il serait double- 
ment périodique sans devenir infini. Quoi qu'il en soit, 
il est curieux de rechercher ce que devient la fonction 

o (x) quand on change a: en a: -h a K' ^ — 1 5 on a 

ç(x-i-2Ky— 1) 

= TT \ I — gr"'+' c " y\i— 7»"+'e / 

OU, si l'on veut, 

c'est-à-dire 

Le numérateur de la valeur de sno:, que nous représente- 
rons par d[x)y satisfait, comme on peut le vérifier, à la 
même équation ; dès lors il est facile de voir que la fonc- 

tion définie par le rapport-^— ^ admet non-seulement la 

période 4K. commune à d et à cp, mais aussi la période 
a K'^ — 1 . En effet, de la formule (1\) et de 

far + aK'V— 1= — 9(x)e "^ , 



ou déduit 



iV ) 



0(.T-h'2K'\/—\) _0(j:] 



Il resterait a prouver en toute rigueur que sn j: = —. — ; ; 
c'est ce qui serait évident, si l'on pouvait admettre que 
— — r représente une fonction continue, monocirome et 

monogène. En effet, snxet — p-f ayant les mêmes zéros 

et les mêmes infinis seraient égaux à un facteur constant 
près, qu'il serait facile après cela de calculer. Nous ne 
tarderons pas à prouver que Ton a bien à un facteur con- 
stant près sn a: = —p-:^ jusqu'alors nous considérerons 

ce fait comme très-probable. 

Les fonctions telles que 6 et cf sont ce que nous appel- 
lerons Aes fonctions elliptiques auxiliaires. 



CONSIDÉRATIONS NOUVELLES SUR LES FONCTIONS 
AUXILIAIRES DE JACOBI. 

Nous voilà conduits à étudier les fonctions auxiliaires 
évidemment plus simples que les fonctions doublement 
périodiques qu'elles engendrent; mais, sous forme de 
produit, elles paraissent peu maniables, et nous allons 
essayer de les développer en série. 

En définitive, il est à peu près établi que %ux (et Ton 
verrait de même que en a:, dnx) peut être considéré 
comme quotient de deux fonctions admettant Tune ses 
zéros, l'autre ses infinis. Ces fonctions n'ont qu'une pé- 
riode, mais elles se reproduisent, à un facteur commun 
près, quand on augmente leur variable d'une quantité 



(7^ ) 
convenablement choisie et qui sera une seconde période 

de leur quotient. 

Désignons alors par 0{x) une fonction possédant la 

période w, et développable par la formule de Pourier 

suivant les puissances de e** , partageons le plan en 
parallélogrammes de côtés co et ci, et proposons-nous de 
faire en sorte que dans chaque parallélogramme la fonc- 
tion possède /z zéros. 

Le nombre |x de ces zéros devra être égal à Tinté- 

grale de -y — -y prise Ife long du périmètre d'un 

ITT ^ I ^l*^) 

parallélogramme, et cela quel que soit le point que Ton 
prendra pour sommet, si Ton veut que les zéros soient 
régulièrement distribués dans le plan. Or la valeur que 
prend notre intégrale le long des côlés parallèles à u est 
nulle, puisque la fonction, admettant la période co, prend 
des valeurs égales sur ces côtés, tandis que dx y prend 
des valeurs égales et de signes contraires. On devra donc 
avoir, en intégrant seulement le long des deux autres 
côtés, 

et cela quel que soit a: ^ cette équation détermine d. On 
peut poser 

^ ' 0(.r) 6(ar-+-tT) "^ ' 

et déterminer les coefficients indéterminés a, (3, y, . . . 
par réquation (i); cette équation n'en détermine qu'un 
seul, et nous supposerons alors, pour simplifier, |3 = o, 
y = G, .... La formule (i) donne alors 



I adxz=z-^ — —= 



(73) 
d'où 

2 7r{Ay/ — I 



6> 



et, en remplaçant a, (3, y^*»* par leurs valeurs dans 
Téquation (2), on a 



e'(j:) ©'(.r-f-cr) 2 7r|*^— I 

ô(;r) Ô(a?-i-fj) u 

ou, en intégrant, 



• . ^ 



c désignant une constante. On en déduit 

Ainsi il suffira d'assujettir la fonction 6 (x) aux condi- 
tions 

( ô(a;-f-«)r=0(^), 

pour obtenir une fonction telle que nous la désirons. La 
première formule est satisfaite en posant 

Q{a:)=: 2^ Ane " 
ou 

(4) 9(.r)=:2tf " 

Nous allons déterminer ç(/ï) de manière à satisfaire à 
la seconde condition (3); on a 



= 2 






<? • 
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Si l'on pose alors 

(5) ff{n) — ^{n -{- y.) -^- nts =^ cil, 

on aura 

OU 

0(4: H- or) =9(.r)<? • , 

et les formules (3) auront lieu. L'ëquation aux diflfé- 
renées (5) ne détermine pas complètement <f{x) : elle 
laisse arbitraires f (i), f (a), . . • , 9(fx)- En appelant cp(m) 
une de ces quantités^ on a ' 

ç(/7l -+- fx) = ç(/7l) + Tft H- /WCT, 

<^[m -+-2|x)==ç(/» -f- fx) -h Cfx + f/w -f- f*)cy. 



ç (/W -f- /fi) =r ^(m -i- / — I fx) -f- Cfx -f- (//l -h / — I fx) o, 

d'où l'on lire 

ff[m H-/fx) = çp(/w) -4- /pc -hcï-(2/ii — /fx — pi), 

etd(.r) prend la forme suivante, en remplaçant ^[n) 
dans (4) par sa valeur 

où Ton a posé 

(6) e«(^)= 2, ^' ^ -' 

Donc : 

i® Xe5 fonctions monodromes et monogènes satis^ 
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faisant aux formules 

(3) ticv^ , , 

.ço/jf Jonctions linéaires et homogènes de (i d^ entre 
elles ; 

1^ Ces fonctions existent réellement, car la série (6) 

est coni^ergente si la partie imaginaire de — est posi- 
tive, ce que Von peut toujours supposer. En effet y alors 
la racine i**"** du i'*'"' terme de la série (6) tend vers 
zéro ; 

3° Ces fonctions ont ^ zéros dans le parallélogramme 
dès périodes co, cj. 

Enfin le quotient de deux quelconques de ces fonc- 
tions a évidemment les périodes (ù et a, ce qui prouve, 
a fortiori, Texistence des fonctions à deux périodes arbi- 
traires et k ^ zéros ou du /ji**™® ordre. 

DES FONCTIONS DU PREMIER ORDRE. 

Nous dirons qu'une fonction elliptique auxiliaire est 
d'ordre [i quand elle aura [i zéros dans son parallélo- 
gramme des périodes. Les fonctions du premier ordre 
satisfont aux équations 

Ô(ar-4-o) = 0(.r)tf *- , 

et, 6 désignant Tune d'elles, les autres seront égales à d, 
à un facteur constant près. On pourra alors poser 



^-^ (mx-h/wc-»— --W J 



~.ao 
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Nous retrouverons cette fonction plus loin« Observons 
toutefois qu'elle n'engendrera pas de fonctions aux pé- 
riodes simultanées tù et u\ mais il faut remarquer que, 
si la fonction en question est du premier ordre par rap- 
port aux périodes cd et t?, elle sera du second ordre si 
Ton prend pour périodes o) et 2 ci ou ii(ù eiu : c'est pour 
cela que, devant la rencontrer de nouveau dans tous les 
ordres, nous ne nous en occuperons pas ici. 

^ 

DES FONCTIONS DU SECOND ORDRE. 

Les fonctions du second ordre satisfont aux équations 

iB[je -^ (ù) = B[x)f 

Elles sont au nombre de deux distinctes 9^ et 0i, la solu- 
tion la plus générale étant Aodo+ Ai^i, A^ et Ai dési- 
gnant'deux constantes arbitraires. On a d'ailleurs 

Sic V— 1 ... ^. . ., . , 

(3) 9.(.)J 2"*^""'"'' """""• 

Les fonctions qui servent de numérateur et de dénomi* 
nateur à sn x sont du second ordre par rapport aux pé- 
riodes sK^^ — I et 41^- ^^ effet, ces fonctions satisfont 
aux relations 

I^(a:-f-4K)=©(j:), 
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Or la seconde de ces relations peut s'écrire 

Ces formules coïncideront donc avec (i), en posant 



« = 4K, o = 2KV— I, c=:K-+-KV— i; 

le numérateur et le dénominateur de snx seront donc 
de la forme k^O^^x)-^ h^d^[x)^ et Ton aura 

(5j /^•(^)-^- _ 

Groupons lés termes correspondant à des valeurs de 
î égales et de signes contraires, et posons toujours 

— 51 
^=e **^, nous aurons 



9ja:) = i— 29'*COS— -+ 2 7"cos— h 

Iv Iv 



• • • 



( — l)*2^*'C0S 



mx 

ir 



. ZltX 



db 2 ^'^'+0 sin ^ ~ h ... 1 . 

Jacobi désigne la fonction do p^r ®{^)\ quant à la 

fonction 01, nous la remplacerons par -p= 0,, ce qui lui 

donne plus de symétrie, et nous la représenterons en- 
core, avec Jacobi, par H(x)5 nous aurons alors 

e(.r)= I — 2^C0S — +2^*C0S-^-h.. .-h(— 1)^27" COS—- . .., 

H(a:) = y*sm — -^♦sm-^+ ...±7 ♦ sm ^ ^ qi . . . 
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Du reste, les fonctions les plus généi*aies satisfaisant 
aux formules (4) sont de la forme A0(j:) -H BH(a:). 
Aux fonctions et H on adjoint aujourd'hui les 
fonctions ©(x-f K), que Ton désigne par ©^(a:), et 
H(a:-f-K), que Ton désigne par Hi(a:). Si, dans les 
formules (5), on remplace x par a:-|-K, on trouve 
alors 

0, (or) = I H- 2^ ces-—- -h27*C0S-— - -+-..., 

H, (x)= 27* ces -— 7 -f- 27*cos — — +.... 
^ ' . 2R ' 2K 

Il existe entre les fonctions H et © une relation re- 



marquable : quand on change a: en x -f- K'y/ — 1 , de- 
vient égal -à y/ — iH(j:)e '*'^ , ce que Ton vé- 
rifie sans peine en remplaçant x par x -\-YJ yj — i dans 
©(a:) ou, ce qui revient au même, dans son égal B^{x) 
exprimé par la formule (5). 
Voici le détail du calcul : 



0(0:) =2e **^ , 

2L^^[(Ji-l-l)x + î/K+Si(i+l)K'/^l 



X2^ 



'^(tx+KY^) 



On vérifiera facilement, d'une manière analogue, les 
formules non démontrées, que nous résumons dans le 
tableau suivant : 
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TABLEAU N^ 1. 
e [Xj = I — 27COS-— - ■+- 2q*COS-'zz 2</*COS — =r— 

K. K. K. 

^ / V TtJr ^ 2 7rJ? ^ 3nx 

e,[Xj= I H- 271'OS r=r- -4- 27*005—— y-9.q^C0S—rz- 

K. K. K. 

[1] < 

H (ar) = 27*8in— ~-2^*sin— -+27 *^"Tk "" 



• • • 



9rx 



H,(d:)= 27*cos--=r- -4-27 *cos — ip--f- 27 * cos 



2K ^ 2K ' 2K 



«K' 



q = e ^ . 

l e (^-hK)=0,(ar), H (jr-f.K) = H, (x), 
l^-l 1 e,(a7^K)r=e (x); H,(x + K)==— H(x). 
I e (X4-2K)=:0 (^), H (x-f-2K)=-H (x), 
M ®.(^ + 2K)=e,(x); H.(x-4-2K)=— n,(x), 
[4] 4^ ^^^ ^^^ période de 0, 0|, H, H,. 

e (xh-2KV— i) = — 0(x)tf »^ , 



[5] 






[6] 






ie(-^) = e(.r), H(-x) = — H(^), 
^'^ U.(-^)=©.(-r), H,(-x) = H(j:). 
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RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 0, ©i, H, Hi = O. 

On a évidemment 
et, en vertu des formules [3] du tableau n® 1. comme 

H(x-f-2k)r= — H(a?), 

on a aussi 

H(2K) = o. 

H (j:) n'ayant qvi» deux zéros dans le parallélogramme 

des périodes 4K et 2 K' ^ — i, les zéros seront de la forme 
suivante : 

4/KL-4-2/kV'^ et (4y-f-2)K4-2/KV'^, 
ou, si Ton veut, 

(H) 2y K -4- 2/ kV"^^, 

/ etjf' désignant deux entiers. Maïs, d'après [2], Hj (x) 
est égal à H (j:-+-K); donc Hi(x + K) est nul quand 
X est de la forme précédente; donc enfin les zéros ôc 11, 
sont de la forme 



(H.) (2y-4-i)K4-2/K'/-fi; 

enfin, en vertu de [6], les zéros de © sont ceux de H 
augmentés de K' y — 15 ils sont compris dans la formule 



(e) 2yK-h(2/'-l-i)KV--i; 

ceux de ©i sont compris, en vertu des mêmes for- 
mules [6], dans celle-ci : 



(©1) (2y-hi)K-l-(2/4-i)KV— I. 



18] 
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TABLEAU N** 2. 

Zéros de e[x).. . 2yK -f- (2/ -h i)K'v/^, 

de E{x)... 2yK4-2/KV~, 

de 0,(:c)... (2y-f-i)K+ (2/4- i)kV~» 

de H,(j:).. (2y4-i)K-|-2/K'v/-^. 



KOUYELLCS DÉFlZriTIONS DBS FOWCTIOMS Q, H, ©ij Hi. 

Les lonctions 61, lii, @, H satisfont aux formules 

I 0,(x + 2K) = 0.(j:), 

Î0 (j?-h 2K) = 0(0:), 
f ^f f \ ^t ^ -^U+K'^— ) 

(* -i- 2K'v'— = ~ ®(^)^ 

I H,(j7-f-2K)=— H,(:f), 



(4) 



/ H (x + 2K)= — H(x), _ 



Si Ton ajoute que ces quatre fonctions sont synec- 
tiques et, par suite, développables en séries d'exponen- 
tielles, elles seront déterminées à un facteur constant 
près par ces quatre formules. Ce fait est déjà établi à 
l'égard de la fonction 0i^ nous allons le prouver pour 
les autres fonctions. 

Lorsque Ton a 

iô(a:-t-«) = ô(j?), 

et que la fonction 9(j:) est synectique, ces équatioufl 
L. Fond, ellipt. 6 
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imposent à la fonction 6 la forme 

où Ao, Al, ..., Â,^| sont des constantes et où 6^^ 9|, ... 
désignent des solutions de (5). Si donc on fait p= 2, 

(ù = 4K, nT= 2K'y/ — I, c = K'^ — I, on aura 

et 6(j:) sera de la forme Âo^o + Ai^i. Or les deux fonc- 
tions 0i(j:) et Hi(x) satisfont à ces deux équations^ 
leur solution générale sera donc 

Ao0,(^) 4-A,H,(jr). 

Si Ton ajoute que 0[x) 8^ annule pour une valeur 

donnée K + K'^/ — i, il faudra que Ai = o, et la fonc- 
tion 6 sera définie à un facteur près. 

Ainsi les fonctions 0i, H^^ 0, H sont définies par 
leurs zéros et par les formules telles que (6), que Ton 
peut déduire de (i), (a), (3), (4)5 niais elles ne sont 
définies qu'à un facteur constant près (on reconnaît 
dans H et les valeurs qui figuraient en numérateur 
et en dénominateur dans sn:r). 

SUR UNE FORMULE DE GÂUCnT. KOUVELLES EXPRESSIONS 

DE 0, H, 0i, Hi EN PRODUITS. 

Posons 
Nous aurons évidemment 
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c'est-à-dire 

(2) F(^»z)f<7«-f-y'"-+-') = F(«)(n-9»'H-38). 

Celte équation constitue une propriété de la fonction 
F{z) qui va nous servir à la développer. F (^) est de la 
forme 

Remplaçons dans ( 2) F ( r ) par cette valeur, nous aurons 

[A. + A, (y'z 4- y-' 2"*) -h . . . -f- A» (9'" 3" -+■ g-'" z-'')](qz 4- 7"-*-') 
= [A. -h A, (z H- 2-' ) 4- . . . -H A„(z» -+- 2-")](i 4- ^''-^'z), 

et, en égalant de part et d'autre les coefficients des 
mêmes puissances de z, 

A.7 4-A,<7»''+< = Ao^»*+>H-A,, 
A, 7» 4- Ajç'-»-« = A, 7'"+» +. A» , 



ou bien 



A,(7»_ 7'-+») =: A,(l — y'"^-). 



• t 



A,-. (ç««-« — 7'-+») = A„( I - 7*-+i). 
Or on connaît A„; il est égal à 

et Ton tire des formules précédentes 

A. = y.+«-~+(»+0 { I - ^«^ ) ( I - <7'-") . . . ( I - 7'"^') 



(î — 1"*'] [9'— 9"*'] • • .(?"-' -^ y'"*') 
Supposons^ <[ I , alors pour re = œ on aura 

A,= 



6. 
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et, par suite, en égalant les valeurs (i) et (3) deF(z), 

I4.y(z4-g-') 4-y<(z»4-z-a) 4.^9(z»4-z-») H- ... 



Telle est la formule de Cauchy; quand on y fait 
z = e ^ , et quand on observe qu'alors 

Z^ -+- 3~ï*= 2C0S -r=r- ? 

elle donne 

(l -^ HqCOS --r -h q^} [l -f- 2Ç»C0S-— - -l-Ç'M. . . 

TTo: 2 7r.r 
H- 2^ ces-—- + 2^*008-:= h... 



Si donc on désigne par c le produit 

(,_y.)(,_5.) (,_,.)..., 

on aura 

e, (x) = c(i -h 2qC0S — 'hq^)(i -4- açr^cos T7--1- ?'•).. •• 

En changeant dans cette formule a: en a: + K, en 

x + K! ^ — I et en j: + K -f- K!\/ — i, on forme le ta- 
bleau suivant : 
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TABLEAU N® 3. 

= (i-,»)(i-î«)(i-7').... 



e,(x) 



=< 



c ( I -h a^cos — -h yM ( I 4- 2^'cos — 



,.)(, 



') 



H- 7* ) • • • ♦ 



e (a?) = cf I — 27COS ^ -+"*?0 (ï"~ ^ç'cos — H-^M 



[9] 



H, {^) =zC2q 



*COS— : ( 

( 



I 4- iq^COS 






nx 



X ( i-4-2<7*cos — 4- 9* 



H (j?) = c2,q 



*COS — : 

2K \ 






ï 27'COS ^^ + 7 



I— 2 7*COS-— 4-7M 



RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE @, H, 0i, H|. 

Considérons les fonctions 0', H', 0*, H ' 5 elles satis- 
font toutes les quatre aux relations 

ô(x-h2K)z=G(x), 

donc ^eux des quatre fonctions en question sont des 
fonctions linéaires et homogènes des deux autres. Po- 
sons alors 

e^[x) = AW(x) -f. A,R\(x) ; 
on en conclura, pour x = o et a: = K, 

0»(o)=A,HÎ(o), 0^(K)r=AH'(K). 

D'ailleurs 

HÎ(o)=HMK)j 
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on en déduit A et A,, et la formule précédente donne 

e W - H W H,-pq + H. (X) g^^, 

ce que l'on peut aussi écrire 
On trouve de même 

maïs [formules (6)] 

© (K^-KV^ _ H(K) _ H^. 

donc 

RELATIONS DIFFÉRENTIELLES ENTRE LES FONCTIONS 

AUXILIAIRES. 

Posons 
on aura 

4r^ H»0(^)~e^(^)H(:c) 

Or, en diflérentiant les formules [5], on a 

0'(x-4-2K'v/=^)=- 0'(^)^ ^,x+K'v^; 



-i- 0(x)ff 



K 



(87) 

Or les deux fonctions H(j:) el&(^x) possèdent la période 
4K ; il en est donc de même de H'(j:) [x) — ©'(x) H(j:), 

et, quand on y change x en x-i- aK'y^ — i, en, vertu de 
(a][, cette fonction devient 

[0 [x) H'M ~ H [x) e'(x)] e K ^-^^y '}. 

en d'autres termes, elle s'est trouvée multipliée par 

Or les fonctions 0(a:)H(a:) et 0, (a:)Hi(x) sont dans 
ce cas; on doit donc poser 

(3) W[x]&[x) — H(x) &'{x) = ke[x) n[x) -+- B0.(x) H, (a:), 

ou, en divisant' par 0* et en tenant compte de (i), 

djr^^Ujx) ^e.(^)H.(^) 



dx S[x) e(.r) e(^) 

Mais, si, dans (3), on change x en — x, on a 
H'(x) 0(x) — H [x) 0'(x) =— A&[x)B{x) -h B0,(x) H| (x), 
et, en comparant cette formule avec (3), on a 

A = o; 



donc 



^__g0i H, 
dx © 



Si, dans (3), on fait x= o, on a 

H'(o) 0(o) 3= B0, (o) H, (o). 
Tirant B de là, la formule précédente donne 

dr_ H^(o)0(o) e,(x)E,{x) 
^^^ dx'" e,{o)u,{o) e'{x) 

Entre cette formule et les formules (i) et (a) du para- 
graphe précédent, éliminons 0i(x) et Hi(x); nous 
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idjy_ H-(o)r _ euo) .ir,_ BM -1 

Celle équation serait identique à celle qui nous a servi 
prîmîiÎTement à définir le sinus de l'amplitude x, si 
l'on supposait 

l ■ H,(o)^ H,[o) e(*) fk&[xY 



9,(o)Il'(ol_ 
'*' H,(o)e(o, -■■ 






1 H|(o) _ ^ 






et l'OD aurait 






m'-^' 


-sn'^)(i- 


■ ^'sn' 


On a donc bien 







_ B(j) a,fol 

"-8(x)H,(o)' 
et il est neitemeot établi que la (bnciion sn x est mono- 
drome, puisqu'on peut la former de toutes pièces en la 
considérant comme le quotient de deux fonctions mono- 
dromes. 

Maintenant reprenons les formules (i) et (a) du pa- 
ragraphe précédent ; on peut les écrire, en divisant par 
@'(x), 

B'(») 9l0| H;(:^) e-{o) 

e-(x)u;(o)"^9-(x)B;(o)' 
h'[:.)b;(o) e;(»)9-(o) 

»[']«',{<•] .«'(■') »;io) 

La première, en vertu de (5), sera satisfaite en posant 

B,W e(o) _ 
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et la dernière donnera 

I = A:' 8n»a?+ --|f-f -^\-{: 

®^[x) 0j (o) 

OU bien 

Btlx] 0(0) I ; — 

®[x) 0,(0) ^ 

Elle donnera aussi, pour x = K, 

H^ H?(o) 0?(K) 0'(o) 
~ 0^(K) 0;(o) "^ 0'(K) 05(0)' 
ou bien 

0;{o) 0î(o) 

Le premier terme du second membre est A', le second 
est donc la quantité désignée plus haut par A''; k* est ce 
que nous avons appelé le module complémentaire. On 
a donc le tableau suivant : 



TABLEAU 



N® &« 



/ I H(.r) 

snx= --= —TT» 



cnx= %/ -; 4^5 



[.o] 



0(^) 



) 



e;(o)~H"(o)' —©ÎW' A'""©'!») 



K 



['!] 



Jo \/il 



dx 



Sj[i-^x^][i-^k'x^)- 

'^ r _ ^i. 



K'=: 
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8 



^ "^ 



o 

a 






a G 

T3 T3 
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II 

+ 



i 



es 



+ 



c 

T3 



a 



8 



8 

I 



<« 



-^ 



S O 



Il il 



o 
e 



I + 



11 
I 



ï4 ^ 

^ es ^ 

a c fl 

o o y 



fi 



8 

If 



+ 

C 



l-^ç 



II 



I 



8 

Il I + 

ç a c c'a 

M M tf) C0 (/) 



o - 
Il il 



+ 

C 



c 
II 
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a 



I 



+ 



1:^ 

^ '^ rs 



c 

-3 



d 

c 






Il II 
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I ^ i4 



es es 



c 



c 



c 

o 



jl^ 
I 

c 



c 

(A 



c 

CA 



c 

(A 



a 



H 

c 



I + 



a B 

(A (A 



S 

<A 



I 

C 

(A 



C 



+ 

c 



•* 


H 




CA 




«A 


■ 


-T3 




«f 
% 



c 



+ 

o 



C 



c 

■3 



jl^ 
+ 

a 

<A 



^ i "^ 



I 

I 



H 

a 
ri 



I 
Il II 

+ 



+ 

c 



ai 



I 



a 



+ + 

5 c^ es 



1^ OS M 



I 



^ 

a 



+ 



II 



^ ^ k 



(A 



a 



jl 

+ 

I 



H 

a 

I 
II 

+ 

I 



ce 
O 
lu 



1^ 

es 



a 
o 



es 

c 



c 



«A 

« 

O 
•»" 

PU 



B 

«A 



Il II 






+ 

I 



ùi 



B 

«A 



es 

B 



fi 

o 

•♦* 

O 

fi 

o 

[X4 



B 



I 



I ^^ 

^ + 

+1 



I 



es 
+ 

es 



es 



O "13 



es 



CO 
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helàtions entre snx, cnj: et dru:» 
A la fonction sno:, définie par l'équation 

(,) g = v/(i -«')(,- /l'«'), 

nous avons adjoint les fonctions 



N 



I ma? = p r= ^1 — «% 
I (In .r =: (V z= v^ i — X■'tt^ 

La formule (i) pourra alors s'écrire 

fiu . 

— = en j; dnx ztztw. 

Des formules (a) on déduira 

dv u Vu 

— = -7- =— uw, 

ax ^i — II' ax 

dw Pu du ,, 

Ainsi on a 

d&nx . 

= en j: dn j:, 

ux 

d CTÏX 

(3) { = — dnxsnar, 

^ ' ^ dx 

dôinx 

— , — = — A'snxcnar. 
dx 

Maintenant, si Ton observe que 

I , Jw^ — X^» . 

k K 



les formules (3) pourront s'écrire 



du 



—=^/(i -«')(, -*'«»), 



dx 
dp 
dx 
dw 
dx 



= — v/(i — o')(X'2H- A*»p»), 



^ — =-X-V^K-A-'»)(i~^^). 



Rien n'est plus simples, en partant des formules (3), que 
de former les équations auxquelles satisferaient tangamj?, 
eotamo:, .... On formera ainsi le tableau suivant : 



TABLEAU v^ 5, 



dsnx 



dx 



= en jrdoir. 



[.5] 



dcnx 



dx 
ddnx 



-=z — dnj;sn:ir, 



dx 



=. — A'^snxcnx, 



Fonctions. 
u = snxy 

u ^=: cQ j:, 

u = dno;, 



du 
dx 



Leur équation différentielle. 

= v/(i-«»)(i-X»««), 



ë=-Vi--)(-^-) 



du 
dx 
du 



=—v'(i — "')("'— ^")» 



[i6] 



a = cotamjr, --ÎÎ r= — ^(i -+- w*) (Ar'^-f- "'), 



£/.r 



M==secamjr9 



Ê=-V'"-'("-F.) 



«ftf 



If = cosecaiDX 



dnx 



, _ =v'(«'- !).(«'- n 






g=V(«'- '){•-*"«'). 
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Ce dernier tableau est utile pour la réduction de l'in- 



tcgrale 



/; 



du 



aux fonctions elliptiques. 



FORMULES D^ÀDDITION. 



Considérons maintenant le produit 

H(ar-4-û)]B(x — û) =9(x); 
on a (tableau n^ 1) 

e{jr-t-2K) = ô(x), 

Les fonctions H' et 0* satisfont à la même équation \ 
donc 

Pour déterminer H et B, on fera x = o\ on aura alors 

— H»(a)=:B0*(o). 

On fera ensuite x = K'^ — i ; on aura alors 

h(kV^ + «)h(k'\/^ — «) = a.h»(k'v^^) 

ou 

— 0(a)e(— fl)= — À0»(o). 
On a donc 

0»(O)' 0^(O)' 

et, par suite, 

H(x + «) H(x_ «) = ?!ifWflriJp?M^). 

V I \ I 02(o) 

« 

On obtient de la même façon uite foule d\autres for- 
mules, que nous résumons dans le tableau ci- après« 
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TABLEAU H^ 6« 



I H(x - .) H(x -H «) = ?!MiiMfbi^l(fMf), 

\ J \ I 0'(o) 

B{x — a) (-r H- fl) 

= "■(;)^-W H(x) e (X) - ^M|M, H,(x) e,(x) , 

H, (0)0(0) ^ ^ ^ ^ H, (0)0,(0) ^ ' '^ ^* 

= îlMm H (X) H. (x) - |M^ e{x) e.{x) . 

0(0)0,(0) ^ ' ^ ^ 0(0)0,(0) ^ ^ ^ ^* 

H(ar — fl) 0,(:r-f- fl) 

= H44£MH(x)e,(x) - gi^! e(x) H.(x)j 

H, o o ^ ' ^ ' H, o 0(0 ^ ^ ^ '' 



0(jr - û) (07 4- a) — ^^^^j , 

(a: — fl) H (x 4- a) 

_ H,(a)0,(a) H(jr) 0( 3?) 4- H (a) 0(fl) H.(jr) 0.(x) 
"" e.(o) H.(o) 

[18] ( 0(x — ûr)H,(x4-a) 

__ 0(flf) 0,(fl) Hfx) H,(jr) — H [a)e{a) (jr) 0.(j: ) 

0(0)0,(0) 
0(j? — a)0,(a?4-û) 

_ H,(fl) 0(g) H(j:) 0i(jr) — H (a) 0,(<») 0(jc) H,(j:) 
"~ 0(0) H, (o) * 

En combinant ces formules par voie de division, et en 
ayant égard aux formules du tableau n^ 4, on trouve, 
par exemple, en divisant la première [17] par la se- 
conde [17]» 

, » sn'x — sn'û 

sn(x-f-a) = j — ) 

snxcDadna — sn/zcnjrdnj; 
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et, en multipliant haut et bas par 

SQo; cna dna + snacnx clnx, 

. , snxcuadtia -hsnacnx dnx 

sn (a: 4- fl) = ; ; 

c'est par ce moyen que Ton formera le lableau suivant : 



sn (azhb)z= 
[19] { cn{a±b)=z 

dn{a±b) = 



TABLSAU N® 7. 

sn a en & dn ^ ± sn ^ en a dn a 
I — X'^sn'tf sn'6 

enaen^ zp snasn^dnadn^ 



dn^idné ii: ^'snasn6enacn6 



I — A^sn^asn^b 

Pour a = b : 

2snacnadna 

snatf = — - — , 

I — A-'sira 

f j cïï^a — sn^fldn'fl 
[20 '\ cn2û = — — :; 3 



dn2a = 



I — A^sn^a 

dn'a — A'sn'^en'a 
I — A'sn'a 



[2,] 



sn(a -H- b) + sn(a — ^) = Gsnaenôdnô, 

sn [a -h- b) — sn (« — ^) = Gsn 6 en « dn«, 

en (a -+- ^) -f-cn(a — ^) = Gcn^cnè, 

en(rt -h ft) — cn(û — b) = — Gsnasn^dnadn^) 

dn (« -h ^) -f- dn (« — b) = G dn a dn ^, 

dn(«4- b) — dn(a — b) = — G^'snasn6cnacn^« 



On a posé 

G=: 



A'sn'asn'^ 
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Les formules d'addilîon [19] sont les premières que 
•l'on aît trouvées sur les fonctions directes. Elles sont 
analogues aux formules fondamentales de la Trigono- 
métrie \ mais ce n'est pas comme nous venons de* le 
montrer qu'elles ont été trouvées. 

C'est en intégrant l'équation 

dx . dy 

± • =0 



que Ton est arrivé à la découverte des formules d'addi- 
tion. La méthode la plus simple qui ait été donnée pour 
l'intégration de cette formule est due à Lagrange. D'au- 
tres méthodes, plus simples en apparence, ont l'incon- 
vénient de s'appuyer sur des artifices qui supposent 
évidemment que l'on connaît d'avance l'intégrale. 



AUTRE MANIÈRE POUR ARRIVER AUX FORMULES d'ADDITION 

« 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

L'équation 

dx dy 



= 0, 



V^(i — ^^) (i— k-'x^) )/(i — jr») (i — ^y ) 

qui devient, par les substitutions a: = sinç,^= sînij/, 

V I -- k' sin'y v^i — X-2 sin^ip 
admet pour intégrale 

r^ dx r^ dr 

I , — I ■ = const.; 

mais on peut lui trouver, comme l'ont prouvé Euler et 
Lagrange, une intégrale algébrique. Posons, à cet effet, 
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avec Lagrange, 

(2) , = . :=z=di 

ou 

(3) ^ = ^i-X-sin'<p, 2 = v/ï-^>sin»4;, 

puis 

(4) ? + ^=;'> ? — + = 7; 

on aura 



(5] ' ^ ' » 



|ï(|-â) = \/-"»' 






d'où 



J=y/,-*.sin.^+y/.-*.si 



s,n«^z:^ 



2 



sin* ^- i. 



d'où l'on tire 

$ $ = *.[««• (-^^1^ - sia» (^:t5L)l , 

dt dt \^ a * J 

ou enfin 
(6) -^-^^ — A-'sin/^sin^. 

Mais« en dîfférentîant (3), on a 

— I ==: ^ ^ -;^ = — ^ MDÇ COSç, 

— —■= — X^sin^'cos^'; 
L. Fond, ellipt. \ 
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d*où Ton tire, par addition et soustraction, 



(7) 









= — ^'sinçcos/?. 



De (6) et (7), on lire 



ou 



fi^p cos<7 e/*q cosp 
dpdq smq dpdq'^ siup 



cPp cosqdq €pq cospdp 
dp sinq dq sinp 



OU 



dp 



dq 



= asin</, -— = asinp, 
dt ' dt ^ 



a ex ai désignant deux constantes qui doivent rentrer 
Tune dans l'autre. En remplaçant p et q par leurs va- 
leurs dans ces formules, on a 
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^i — A-'sin'y H- \/i — /f*sin'^j/=rasin(ç — ««p), 
^i — ^'sin'ç — ^i — A'sin^>p = a'sin(f 4->J»). 



Ce sont là deux intégrales de la formule (i); mais, en 
éliminant dt entre les deux formules précédentes, on 
obtient une nouvelle intégrale. En effet, on a 

dp dq 

— : — = '-j-r — ou 0Lsinpdp=:asiBqdqt 
oLSinq a, sinp '^ ^ »» 



• _ r 



et, en intégrant, 



acos/7 = (xfcosq H- a*'. 



a!' étant une nouvelle constante, et l'on a 



(9) 



acos (y H- Tp) = a'cos(f — '^)'^ «'''• 



. (99) 

Or, on peut mettre l'intégrale de la formule (i) sous la 

forme 

(.0) r ''^ f \ ''^ _ = r "''' 

fjL désignant une constante à laquelle se réduit Tp pour 
i]/ = o. Si, dans les formules (8) et (9), on fait ^ == o, 
on a 

^i — /'sin'fx + I = asinfAy 



On en tire 



^1 — A^^sin^f* — izzztt! sin ft, 
acospi = a'cosfx -t- a.". 



J\ — X'sin^a + i , six — X'*sin'Lt — î 

a = : j a = : 9 



i/i — ^*sinV -4- I ^i — /'sin^iA — 1 

— COSfA -^^ ! COSf*, 



sinp 



SIDft 



ou 



2 COS IX 

sin/x 

En portant dans la formule (9) ces valeurs de a, a\ a^, 
on a 



sl\ — X'^sin'i* -f- I 



sinp 

sji — X^sin'fi — I 

sinp 



cos(y -4- 4») 



, , . 2C0SLt 

COS(« — >p) H : ^, 

^' ' SlDfA 



et, en effectuant, 



(11) cosfCos>{f — ^i — X-^sin'psinçsin^' = cosfi. 

Cette formule est une des intégrales les plus célèbres 
de Téquation (i) \ les formules (8) en fournissent deux 
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v». 


= 


>'7 


sin'f + s/i — ^ 


sin 




■+), 






Slll/x 


v*. 




il 


-i',in'p-, 


:'sii 




■^.). 



(■>) 



identiques au fond à la formule (i i). 
Maintenaut, si l'on fait 

Jo \li—^' siu'y ' X v'i— *'sin'4i 
la formule (i) donnera 

donc 

f=:ama, 4' = '™^< (Ji^am[n — A). 

Les formules (i i] et (iq) donneront alors 

(i3) . cn«cn*dn(a~i)~-snasnft = cn(a — é). 



- sii[<,-6) 
_Aa[a — b] — 



[macab ->!- iaboïà). 



Si nous posons, un instant, dn [a— h} =j', sn (a — b) =x, 
nous aurons, au lieu de ces dernières formules, 

x[iaa~dnh] = [x + i){AriacBb — snbcna), 
x(dna + doft) = (/ — i){saacab +sn6cno), 
OU 

xdna — 7snacn&= — snAcna, 
xditb — ^sD^cnn^ — snacab. 
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On en lire 

-, sn' fl en' b — sn^b cn^a 

sn [a — *) = 5 

, , ,, sn5>dn6cna — snadnacnb 
da[a -^ b) = • 

Si l'on multiplie haut et bas ces deux formules par 
l'expression conjuguée de leur dénominateur, on a, 
en observant que sn*rtcn*fe — sn'Jcn'a est égal à 
sn'a — sn*i, 

, ,, , ,. dn^cn^sn/7 — dn<2cn/isn6 

(14) sn(a — ^) = 



(i5) dn[a--b) 



A^sn/isnôcnrtcn^ -+- dn^dn^ 

■■ ii I — I ■ 

I — A-'sn'flsn*^ 

C. Q. F. D. 



SUR LES PÉRIODES ÉLÉMENTAIRES. 

Soit/(^) une fonction doublement périodique. Consi- 
dérons les points Moo et M]o qui représentent les imagi- 
naires z^ et Zfi-h(ù^ (ù désignant une période def[z). On 
peut toujours supposer que o) soit la plus petite période 
d'argument égal à l'argument de ci); car il n'existe pas 
deux périodes distinctes de même argument ; toutes sont 
multiples de Tune d'elles, que l'on peut appeler co. Soit 
u une période distincte de co, et supposons-la aussi la 
plus petite de celles qui possèdent son argument. Soit 
Moi le point qui représente l'imaginaire z© -h tJ ; sur les 
droites M^q Mjo et M^^^^ Moi, on peut construire un paral- 
lélogramme que l'on pourra considérer comme un paral- 
lélogramme des périodes 5 on lui donne le nom de paral- 
lélogramme élémentaire, si aucun des points de son aire 
joints à Moo ne fournit une nouvelle période. 

Il est clair que le parallélogramme élémentaire peut 
se former en prenant la période co pour base et en faisant 
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mouvoir le côté MooMio, pris pour base, parallèlement à 
lui-même, jusqu'à ce qu'il rencontre un point Moi, tel 
que MooMoi soit une période. 

Soient (ù etu deux périodes élémentaires; co'et cT^deux 
nouvelles périodes ; il faudra nécessairement que Ton 

ait 

{ »' = /w û) -4- /ï CI, 
(l) } 

( CT'=/;/fc>.-f- /l'cr, 

m et n, m' et nf désignant des entiers ; car une période 
quelconque s'obtiendra en joignant le point Mqo à l'un 
des points de croisement M„n des droites formant le ré- 
seau des parallélogrammes des périodes ci), cr. Pour que 
les périodes &>', xj' puissent former un nouveau parallé- 
logramme élémentaire, il faut que met n soient premiers 
entre eux, ainsi que m' et n'. En effet, si m et n avaient 
le diviseur commun d, en posant m = imfy n = in'\ on 
aurait 

et -j- serait une période •, w' ne saurait donc être une pé- 
riode élémentaire-, mais o) et u doivent s'exprimer en (ù' 
et t;' sous les formes 

6) = |X«' -f- VO', 

m = |x'w'-|- v'ct', 

ce qui exige que le déterminant du système (i) divise 
nts^-^nftù' et mu' — m'o)', c'est-à-dire n, »', m et m!. 
Or, m et 71 étant premiers entre eux, le déterminant est 
égal à Funité, et l'on a 

mn' — nm' = db I . 
Soit 



fj =:a -f- b'^ — ly 

€A'=ma •+- na' -h ^— i(mb -\- nb')^ 

u=:m'a-^n'a'-i-^^^{m'b'i-n'b')f 



• ( ,o3 ) 
Taire du second parallélogramme des périodes est 

(ma'\-na^){m'6' 4- n'b') — [m'a -f- n'a') [ma-^nb' 



ou 

m n 



/w' n' 



a h 



z=zab' — ba'. 



Donc : 



Les aires des parallélogrammes élémentaires sont 
égales, 

SUR LÀ FORME GÉNÉRALE DES FONCTIONS DOVBLEMEUT PÉ- 
RIODIQUES, ET LEUR EXPRESSION EN FONCTION DE L^UNE 
D^ELLES. 

Théobème I. — Il existe toujours une fonction dou" 
blement périodique admettant deux périodes données, 
deux zéros donnés et deux infinis donnés, poun^u que 
la somme des zéros soit égale à la somme des infinis à 
des multiples des périodes près. 

En effet, nous avons tu quMl existait deux fonctions 
distinctes f i et (f^ satisfaisant aux formules 

ff[X'hta) = f(x)e *- - , 

et que la solution la plus générale de ces équations 
était 

Ces fonctions cpi et (ft ont chacune deux zéros dans le 
parallélogramme des périodes a> et u, ainsi que la fonc- 
tion <f. Si nous divisons Çi par cp, ou si nous divisons 
AiÇi-h Aj^t par Bicpi-f-Bjcp,, B, et B, désignant des 
constantes différentes de Ai et A„ nous obliendrons une 
fonction doublement périodique ^ (x). Soient a, b ses 
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zéros, a et P ses infinis; considérons Vexpression 

^ ' y (x -h *)-/(«'+*)' 

elle n'est plus infinie pour j: = a ou j: = J3, mais elle 
Test quand on pose or = a' ; elle admet en outre le zéro a'. 
Mais la fonction y( a: + j) — f{^'-^^)i outre le zéro 
x = afj en possède un autre j3', tout en conservant les 
. infinis x = a — 5, x= ^ — s. On doit donc avoir, en 
observant que la somme des zéros est égale à celle des 
infinis, 

équation dans laquelle on peut choisir 5, de telle sorte 
quej3'ait une valeur donnée. L'expression (i) admettra 
alors deux infinis donnés a\ ^\ le zéro donné a' et par 
suite un autre* zéro b\ tel que a! -h ^' ^ af -^ 1/ ', enfin le 
coefficient A permettra de prendii'e la fonction (i) égale 
à une quantité donnée différente de zéro pour une valeur 
donnée de x. 

Théorème IL — // existe une fonction possédant les 
périodes co et xs^des zéros ^t, a^, . . • , a,» e£ les infinis ût|, 
«s, . • • , 0C„ satisfaisant à la relation 

a, -h flj H- . . . 4- «n ^ «1 H- «a -4- . . . -f- ««. 

En effet, soit Fi(x) une fonction aux périodes ot), tr, 
admettant les zéros a^ et &i et les infinis ai et as, b^ étant 
déterminé par la formule 

fl, H- ^i^ai H- as. 

Soit ^%{pc) une fonction aux mêmes périodes ayant pour 
zéros a, et b^ et pour infinis a^ et &i, • . . . Soit F„.i {x) 
une fonction aux mêmes périodes admettant les zéros 

C^) Le signe ^ est employé à la place de = pour indiquer que l'on 
néglige des multiples des périodes. 
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^«-1 et i„_i et les infinis &„_8 et a„, tels que 

La fonction 

F,(.r)F,(jr)....F„.,(^) 

aura les périodes &>, cj, les zéros a^, a,, . . . , a„.j, £„.] 
et les infinis «i, <Xi^ . . . , a„; mais on aura 

«I -h ûa -f- • . » H- ûfn— I -H ^ji-i ^ a» 4- «2 H- • . . -f- ««-1 -f- ««• 

Théorème III. — Deux j onctions doublement pério'^ 
digues d'ordre fini dont les périodes w et o, &)' et xsf sa^ 
tisfbnt aux relations 

n = «CT=: «'«y', 

wi et m' désignant des nombres entiers; en d^autres 
termes^ deux Jonctions m, i^, dont les parallélogrammes 
élémentaires ont leurs côtés commensurables et dirigés 
dans le même sens, sont fonctions algébriques l'une de 
Vautre. 

En ejffet, soient a l'ordre de m, et v Tordre de i'. Le 
parallélogramme de i/, comme celui de i^, tiendra un 
nombre exact de fois dans le parallélogramme ayant 
pour côtés fî et II, le premier mn = M fois, le second 
m!n'= N fois. Il en résulte que, à chaque valeur de m, 
correspondront, dans le parallélogramme i2. II, un 
nombre M/i de valeurs de la variable z^ et par suite 
M/x valeurs de (^; donc i^ est lié à u par une équation 
algébrique de degré M|ui en ^. On verrait de même qu'elle 
est de, degré Nv en u^car u et i' n'ont que des nombres 
limités de zéros et d'infinis et restent d'ailleurs mono- 
gènes et continués l'une par rapport à l'autre. 

Théorème IV. — Une fonction d^ ordre n est liée à 
sa déris^ée par une équation du degré «, par rapport à 
sa dérii^ée, et de degré in par rapport à la fonction* 
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En effet, soit it une fonction aux périodes 6> etcj; sa 
dérivée admet les mêmes périodes, mais les infinis de la 
dérivée sont en général en nombre double de celui de la 
fonction; car chaque infini de la fonction, lorsqu'il est 
simple, devient double dans la dérivée; en tout cas, 
l'ordre de la dérivée sera compris entre n -hi et a/z. En 
vertu du théorème précédent, il existera entre u ei li 
une relation algébrique d'ordre n en u' et d'ordre nf en 
u, 7î-f- iSnl^nn^^ul n'étant infini que si ii est infini ; le 
coefBcient de i/'* pourra être pris égal à l'unité. A une 
même valeur de u correspondent n valeurs de z dont la 

somme est constante, et par suite n valeurs de -;- = -: j 

■• du a' 

dont la somme est nulle ; donc le coefficient de lé est nul. 

Par exemple, si u est du second ordre et a deux infinis 

distincts, on aura 

a'î-f-U=:o, 

U désignant un polynôme du quatrième degré. Si u a un 
infini double, U sera seulement du troisième degré. Ce 
dernier théorème eat de M. Méray. 

DÉCOMPOSITION DES FOIÏCTIONS A DEUX PÉRIODES 

EN ÉLÉMENTS SIMPLES. 

Soient F (x) une fonction aux périodes o) et C7, et ofj, 
As, «89 • • • ses infinis. Soit [x) une fonction auxiliaire 
satisfaisant aux relations 



on aura 



e(x-i- w) = 0(ar), 

_!!>Eîix(x+c) 

0(x H- w) "~ 0(.^)' 
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Considérons maintenant l'intégrale 

/F(«)-?7— — f^2 



prise le long d'un parallélogramme des périodes. Le long 
des côtés parallèles à C7, les valeurs de l'intégrale se dé- 
truiront, et il restera à intégrer le long des deux autres 
côtés, ce qui donnera, en appelant p une arbitraire, 



résultat indépendant de Jtr et de /?, que nous désignerons 
par C. Or, l'intégrale considérée est aussi égale à la 

somme des résidus de F(-z ) ~r, ;• Les résidus relatifs 

à 9[z — x) sont, en appelant ai, ^i, a^,. . . les zéros de 

e{z)\ 

F(:r-f-a,), Y[x + a^), ..., ^[x + a^)\ 
ceux relatifs à F(z) sont 

0(a, — x] 0(a2 — x] ^ 

si les infinis a sont simples, et Ton a 

A,==lim(a? — a)F(j:) pour a: = a. 
En général, si l'on pose 

(z-a)-'F(3) = (p(3), 

on aura, pour résidu de F(z) -t~ (? 

* f z — x\ 

• ^"--' I r , B'ioL — xu 
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En résumé, on aura 

Supposons iJL=i et a = o^ on aura, au Heu de celle 
formule, 

et F(a:) se trouve décomposé ainsi : 

Cette formule donne F (a:) décomposée en éléments sim- 
ples, tous intégrables au moyen de la fonction 0, ce qui 
démontre la possibilité d'intégrer les fonctions à deux 
périodes (du moins à l'aide des fonctions auxiliaires); 
mais lé mode de décomposition dont il vient d'être ques- 
tion présente encore une foule d'autres applications que 
M. Hermite, auquel nous devons la théorie que nous 
venons d'exposer, a fait connaître. 

Nous allons montrer immédiatement comment les in* 
tégrales de deuxième et de troisième espèce se ramènent 
par les considérations précédentes aux fonctions et H 
de Jacobî. * 

La fonction de seconde espèce 






-r 



quand on y fait z = sn j:, devient, à un facteur con- 
stant k* près, 

Jk^sïï^xdx, 

C'est cette intégrale que nous allons étudier. L'intégrale 
de troisième espèce 

dz 



/ 



(l- /2»«»)V^(l— Z'')(|- X-'»«) 
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devient, pour 2 ^ snx, 

nous la remplacerons par 

'A'^sn acnadna sn'x 



f 



I — X'sn'ash'a: 



9 



en posant;i*= A*sn*a et en observant que Tîntégrale (a) 
ne diffère de celle-ci que par une fonction linéaire de x 
et par un facteur constant. 

ÉTUDE DE LA FONCTION Z(x). 

La fonction 

est évidemment monodrome, car les résidus de sn*x 
sont nuls; nous allons le vérifier. 

Décomposons, par la méthode de M. Hermite, sn*x 
en éléments simples, cette fonction ayant pour périodes 

aK [puisque sn(j: H- aK) = — snx] et aK'^ — i. 
Evaluons Fintégrale 

le long d'un parallélogramme de côiés aK et aK'^ — i; 
le long des côtés verticaux, le résultat de l'intégration 
est nul ; le long des côtés horizontaux, le résultat est 



awv — I »/a 
X 



-7=1 »■• 
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En vertu de la formule 

rintégrale considérée se réduit a 

nous désignerons cettequantitépar C.Maisrintégrale(i] 
esi aussi égale à la somme des résidus de la ionction 
placée sous le signe f] le résidu relatif au point x est 

sn^x ; calculons celui qui est relatif au point K'^ — i. 

Posons pour cela z = K'y— i -h h ; nous aurons 

sn'fK' V— I + ^) — T i 

' 1 H- (K\/"-r7-^) r H-(KVZr^-,^) T j 



[H^(kV- -i-~j:) T 



X^»sn»i^( h(Kv/— I — a:) L h(kV— 1 — .^)J ) 

et par suite le coefficient de - ou le résidu cherché est 






Si l'on observe que 

H( — x-f-K'V— i) = V~l0(--a:]e **^ 
on a 



f 



H(Kv^-i — a:) e(~a:) 2K 

Notre résidu devient 



ir e'(-x) -j'_,r9'(x)-i' 



( >" ) 

On a donc enfin 



C=sn 






ou, en intégrant, en multipliant par A* et en posant 

telle est l'expression de Z(.r), monodrome comme l'on 
voit. On en déduit 



(a) £z(x).,= çf-,og||f 

et Ton constate que la fonction 



) 



-f Zyx)dx -<-B[x) 

e ^0 z=ze —7~ 

e[o) 

est monodrome également. M. Weierstrass la désigne 
par ]e symbole Alx. II désigne par AlfX, AltX, AlsX 
les produits de Alx par sn j?, cn^r, dnx. 

La constante ^ est susceptible de prendre une forme 
remarquable. En effet, en différentiant (2), on a 

z(x) = î:x-^ 

^ ^ 0{x) 

et, en différentiant encore, 

Si l'on fait alors j? = o, on a 

ou enfin 

ô^o) 
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On a ainsi plusieurs expressions de la constante ^, que 
l'on peut considérer comme parfaitement connue. 

ÉTUDE DE l'intégrale ELLIPTIQUE DE TROISIÈME ESPÈCE 

On peut parfois éviter la méthode de décomposition 
donnée plus haut. En voici un exemple : 
La formule [i4] donne 

on peut récrire 

V I \ I 0»(o) ^ ' 

On en déduit immédiatement 

- e^(o)0(jf-i-fl)0(:c— a ) 

I — A*sn'asn'x = — ^—^ — -71— \ — w^r ' • 

&[x).&^[a) 

En prenant les dérivées logarithmiques des deux 
membres par rapport à a, on trouve (en observant que 
sn'a = dnacna), 

— 2^*sntf cnadnflsn'o: 0'(a7 4- «) 0'(« — a) B^[a) 

I — k^&ïi^asxi^x (jr -+- a) (x — a) (a) 

Si Ton change les signes et que Ton intègre de zéra à x, 
on trouve 

^ kHiiacnaàn'a^n^x , %'[a) i, 0(x — a] 

dx •=. x — T—^ H lo;» —7 r • 

I — ^^sn'ûsn^or 0(a) 2 ^ %[x -ir a] 

Cette intégrale n est pas tout à fait l'intégrale de troi- 
sième espèce de Legendrc, mais il est clair qu'elle s'y ra- 
mène aisément. Jacobi la désigne par n(x, a). Ainsi 
l'on a 

(l) n lar, a) = X --4-r -*- " log -7 V 

^ ' ^ ^ ' 0(a] 2 ^^[x'A a) 



£ 
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On en conclut, en changeant x en a et a en or, puis en 
retranchant, 

^ ^ ^ ' ^ e[a) e{x) 

On peut d'ailleurs s'assurer que les valeurs des loga- 
rithmes se sont détruites, en observant que l'on doit avoir 
une identité pour a: = o, a = o. 

C'est dans l'égalité précédente que consiste l'échange 
du paramètre et de Vargumenty proposition généralisée 
dans la théorie des fonctions abéliennes. On peut aussi 
ecnre 

n(j?, a) — n(«, x] = ^Z(a) — aZ[x), 

EXPRESSION d'aune FONCTION DOUBLEMENT PÉRIODIQUE AU 
MOYEN d'une FONCTION DU SECOND ORDRE AUX MÊMES 
PÉRIODES. THÉORÈME DE M. LIOUVILLE. 

Sohf(x) une fonction monodrome et monogène du 
second ordre aux périodes co et 17 ; soient^^x et 5 — a ses 
infinis, s désignant la quantité constante à laquelle se 
réduit la somme des valeurs de z pour lesquelles /(z) 
prend une valeur donnée daiis un même parallélo- 
gramme. Soit F (2) une'fonction quelconque aux mêmes 
périodes co, ut; soient (3|, (3,9 • • . , (3^ ses infinis. La fonc- 

lion . > L V intégrée le long d'un parallélogramme 

des périodes donne un résultat nul : la somme de ses ré- 
sidus est donc nulle. 

La somme des résidus relatifs aux infinis x et s — x 

L. Fonct, ellipt. 8 
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OU bien 

en observant que,/(x) étant égal kf{s — x)^f*[x) doit 
être égal et de signe contraire if {s — x). La somme 
des résidas relatifs à F(a:) étant alors représentée par 



T r F{z)d z 



on aura 

le signe F placé au-dessous du signe f indiquant qu'on 
ne doit intégrer qu'autour des infinis de F(z). 
Si Ton considère en second lieu la fonction 

>(«)-/{*)' 

son intégrale j>rise le long d'un parallélogramme sera 
encore nulle, et il en sera de même de la somme de ses 



résidus. Or la somme des résidus relatifs à >, , ^, , 
est égale à 

F(x)-|-F(j — x)— F(a) — F(j — a), 
et Ton a par suite 

f(jF)-+-F(j — x)— F(a)--F(j — a) 

ou bien 

F(*) + F(*— «) = F(a) + F(* — a) 
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La comparaison de cette formule avec (i) donne 

2F(j:)=:F(a)H-F(^ — a) 

, I_ r F(z)[/(^)-f-r(.)] ^^^ 

ou bien encore 

I2F(x) = F(a) + F(j — a) 
(p-i)î^^p^-'L ^'^^ /(^;~/(p) J' 

en posant F(z) = (z — (3)'*0(«), /x désignant le degré 
de multiplicité de Tinfini |3. Quand jx = i, le symbole 

(7=77)! 2 1^. <*"'* *"•* supprimé. 

La formule (a) montre que toute fonction aux pé^ 
riodes (û, T3 peut s ^exprimer rationnellement au moyen 
de la fonction du second ordre f et de sa dérivée. 

On voit, en outre, que cette dériv^ée n entrera que 
sous forme linéaire* 

Ce théorème est du à M. Liouville, mais l'expres- 
sion (a) explicite de F, que nous venons de donner, n^est, 
je crois, pas encore connue; du moins on ne la trouve 
pas dans le Traité de MM. Brioi et Bouquet. 

Remarque. — La théorie précédente tomberait en 
défaut si F(j:) et f{x) avaient des infinis communs, 
mais on tournerait facilement la difficulté en dévelop- 
pant F[x) divisé par une puissance convenablement 
choisie def[x).' 

APPLICATION DES CONSIDÉRATIONS PRÉCÉDENTES 
AU PROBLÈME DIT DE LA MULTIPLICATION. 

Le problème de la multiplication des fonctions ellip- 
tiques a pour but de faire connaître snmx^ cnmx, 

8. 
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dnmj? en fonction desnar,cnXy du j:. Notre formate (a) 
du paragraphe précédent résout cette question plus sim- 
plement et plus complètement qu'on ne Pavait fait jus- 
qu'ici. 

Soient k le module de snx, 4K et lYJ yj — 7 ses pé- 
riodes, m un nombre entier : ^nm[x — a) admet évi- 
demment les mêmes périodes. Construisons le parallé- 
logramme des périodes, de telle sorte que ses côtés 
coïncident avec Taxe des x et Taxe desjy positifs, puis 
déplaçons inGniment peu ce parallélogramme, en pla- 
çant le sommet primitivement à l'origine, dans l'angle 
des coordonnées négatives. 

Les infinis de snx sont K'^ — i" et aK-i-K'^ — z, 
ceux de snm ( j: — a) sont 

P' = fl + (2^- H- l) ^^^ + (27 -+- l) — , 

'm 'm 



p^ = <î -h (at -h i) — h 2/ — , 

i çtj variant de zéro à m — i. En faisant 5 = aK, la 
formule (a) du paragraphe précédent donne 

asnm(a7 — a) = snm{'K/^ — i — a) 

/j\ / -hsnm{K'^— I ^- aK — a) 

^ . ., . . sn'.r -4- sn'« 

2. résidu .snmlz — a) . 

sn.r — sn« 

Le résidu relatif à un infini |3' s'obtiendra en cher- 
chant la limite de 

STéD /W ( P a-\- Z) r-r- 

^*^ ' SD4? — snp' 

= zsn[(2i4-i)KV— H-O^y-HilaK + mz] — f 

' '^ ^ ' -* sn« — sn^ 

— 1 sn'jr4-sn'6' 

= z ' • 

ksnmz soj? — sn^' 
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Cette limite est 

I sn'x H- sn' p' 
km snar — sn^' 

» 

L'infini Çil' conduit au résidu 

I sn'^ -t- sn'p'' 

■I ■ — -«— 1« 

km îjix — sn Ij" 
La formule (i) devient ainsi 

2sn/if (a: — a) 

sn'jr-fsn' KV— i -f- 4y— -^n 

^ I t f^^ ^ I 

■" ZdTTn I 2/+ I ,^, . , .K ï 

sn j; — sn KV — i -^ Lj h û 

L m ^ ^ //i J 

.fa/ -4-1 . , , , îxK 1 

sn.r — sn K' J— i -f- (ay -4- i) h « 

\_ m ^ ' m J 

En faisant a = o, on a la formule de la multipli- 
cation pour le sinus amplitude. On peut vérifier la for- 
mule précédente en prenant m = i ; on a alors 

2^sn(j? — a) 

sn'x-H sn'(K'v/— i 4- «) sn'a: -f- sn'fKV— i 4- 2K-+- o)^ 

^— ^ « — . ^^^ ■ . ■ I » _ 

SDJT — sn(KV — ' -h«) snj; — sn(K'^ — i -haK-hfl) 
et si l'on observe que sn'o: = cnxdnx, 

cn(x -h K'^— I ) = — si — I f 9 



s 

I 

I 



/snx 



cnx 



sn (a?H-KV— ï) = "ï » 

on trouve 

, . cnizdnasnj: — cnjrdn^sna 

sn (a: — a J = r, — ; , 

^ ' I — A'sn'xsn'a 



1 

■k 
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Ainsi notre méthode donne aussi l'addition des fonc- 
tions elliptiques. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur la multi- 

plication. La division aurait pour but de calculer sn - » 



m 



se 
en — > ••• en fonction de snj:, cnx, dnx, .... Sans 

entrer dans des détails à ce sujet, disons seulement 
qu'Abel a démontré que les équations d*où dépend la 
division des fonctions elliptiques sont comme celles d'où 
dépend la division des fonctions circulaires, résolubles 
par radicaux. 



APPLICATION A l'addition DES FONCTIONS 



I 



DE TROISIEME ESPECE. i 

Nous avons trouvé 

! 

Si l'on désigne alors par «i, a,, . . ., aJ;^.^ des argu- 
ments tels que 

«1 -H a» -h ... -h aa,^^., = o , 

on aura 

n(a„flf) -f-n(aa,a) 4- . . . -f- n(a2,H-i> «) 

2 ^©{a, -f- a)©(a2-f-a) . . . 0(aj;,+, -f- a)* 

La quantité placée sous le signe log possède les pé- 
riodes 4K. et 2K! ^ — I par rapport à la variable a; on 
pourra donc l'exprimer en vertu du théorème de 
M. Liouville en fonction rationnelle de sna et de sa 
dérivée sn'a ou cnaxdna. Nous ne donnons pas ici 
cette expression, qui est un peu compliquée. 
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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES 

EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 

La formule de Fourîer donne 



•+- • : . X 



SD3;~2^ J snztf ««^ r/s; 

~ 90 * 

reste n calculer la valeur de Fintégrale qui entre dans 
cette formule. D'abord, en posant 






4K w*\/-i ^ 

STLze ^^ dz^ 



on trouve, au moyen de la formule sn (2 K -i-j:) = — snx, 



x^ 




-H I ( — snzjé? *"^ ^« 



Jr%x 



a:. 



snz[i — (— l)"*]<? **^ ♦ ^ dz. 



L'intégrale A,» étant indépendante de Xo, on peut 
supposer x^ un peu plus petit que zéro. L'intégrale 
étant prise le long du contour recliligne Xo, Xo + tîK 

peut être remplacée par deux parallèles à ¥J \] — i 
de longueur infinie, menées l'une par a:© et Tauire par 
jTo + sK au-dessous de Taxe des x, et par une paral- 
lèle à l'axe des x, menée à l'infini. Le long de ce nou- 
veau contour, l'intégrale sera nulle; mais il faudra lui 

ajouter les résidus relatifs aux points — K'y/ — i, 

— 3K'^^^^, — 5K'^ — i, . . . , multipliés par :xr,\J — i. 
De plus, ces résidus seront pris dans le sens rétrograde. 
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Calculons le résidu relatif au point 

il est é£:al à 

,. a:-f.(2/i+ ï)K'v/"ir7 -2L]^[_t,„ + i)K'v'— ] 
lim ' ^ — e *^ 

X'sn(x-hKV— i) 



mais^ svfx étant égal. à i pour j: = oou 27rK'\/ — i, 
cette quantité peut s^écrire 



I m 



On a donc 



l/i + l 



4 

A = l 

et Ton a 



A2fl, = o, 

2n + l 



par conséquent 



S/n-4-l 



Quand m est négatif, on a 

1 snze •'^ dz=: — I snzdze *^ 

o t/O 

Les coefficients des termes également distants de l'ori- 
gine sont donc égaux, et, en les groupant, on a 



m = <*> 



Snar = -r~ > — T-TT Sin -^^ TTT-^ 9 



\JJ Y z 

K ^ I — 



X-K ^ I — y=^-^» 4K 



m = o 

00 



cna? = --^' > — - — — — cos ^ ' 



"" AK. -i I — 



^2«+l 2jK. 



o 

00 






d„, = JL K+42- 



\ o 
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A ces formules il convient de joindre les suivantes, 
auxquelles on parvient d'une façon toute semblable : 



00 

0( 



x) K -^ I ~ 7="" K 



1 

00 



©', (.r) 2 7r ^ ( — i)'"7'" . mirx 






sin 



0j(x) K -^ I —7-"' K 

1 

W(x) 

j-j—- devenant infini pour j: = o, on développera 

d^ fTl{x) 
dx 






on trouvera alors 

W (x) TT ttx 2 7r ^ 7 



□lia:) TT Tra: 2 7r v^ q- , wtt 

U,(x) 2K '=*2K. K ^ I— 7^'» K 

De ces dernières formules on tire 



Jlocsn.r cna:dn:r tt 7r.r 27rv^ 7" 

^ — = -^rCOt-^:r — ^r-> — ^ ^5111-rr— 5 



"• miix 



dx ^\\x 



cet —-r — -^7- > Sin — — 

2K 2K K^n-7"* k 



d\oQCnx TT 7r.r 27r ^ 7" . wittx 

r/lo2dn;r 4^^ v^ 7""""* . (2/n — i)'srx 

dx K -^ 1 — qH^-') 2K 

On arrive plus simplement à ces résultats comme il 
suit. 

Rappelons la formule 

1 r* /* 

log(i — 2rcosçH-r*) =rcosa H — cos2a+ -^cosSa...^ 

2 20 

et partons de 

e[x)=cli — 27COS— +7M ( I — 2 7*cos-=- -H y*) . • .» 
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nous aurons 



-log0(x) = -loge — ces — ^ _ 



1 2 7ca: </' 



2 K 1 — 7< 

et, en prenant les dérivées, nous aurons le développe- 
ment de — )—!-• On obtient d'une façon analosfue ceux de 

0(:r) ^ ° 

e>) H^(.r) H-.(:r) 
0,(a:)' H(a:) Tl(x)' 



SUR LE PROBLEME DE LÀ TRÀlISFORMATlOlt. 

Le problème de la transformation a pour but la com- 
paraison des fonctions elliptiques correspondant à des 
modules différents. Exposons, d^abord, la théorie que 
Jacobi donne dans sou ouvrage intitulé : Fundamenta 
nova theoriœ funcîionum ellipticarum. 

Si dans Texpression 



on pose j: = =^> U et V désignant des polynômes entiers 
en^, on aura 

dr. 



(0 \ 



sjAS' H- BV^U -h CV'U» -h DVU^ + EU* 

et Ton peut, d'une infinité de manières, déterminer U 
et V, de telle sorte que le second membre de cette for- 
mule soit de la forme 

dr 
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En effet, pour qu^ dans le second membre de (4) le 
polynôme sous le radical se ramène au quatrième 
degré, il faut que ce polynôme, qui est d'un degré qua- 
druple de celui de U et V, ne contienne que des facteurs 
doubles, à l'exception de quatre qui seront simples; on 
aura donc, en appelant T un polynôme entier, 

AVV-hBV»U -4- ... -h EU* 

= T'( A' -h B> + C j^ -4- D'y* -h E'y) ; 

le second membre de (i) se réduira alors à la forme de-. 

mandée si Ton a 

, , Vé/U — U//V 

(2) — =const. 

Or, il en est ainsi quand U et V sont de mcme degré 
ou de degrés différents d'une unité. Soit en effet 

A 4- B-r H- Cx^ -h Da:> + Ear* 

et par suite 

AV* -4- BV^U 4- CV'U» 4- DVU» + EU* 

= E(U — aV)(U— pV)(U — 7V)(U--5V). 

Les facteurs (U — aV), (U — PV), ... sont pre- 
miers entre eux, car tout diviseur simple dcf U — a V et 
dé U — (3V, par exemple, sera diviseur simple de U 
et V, et, comme on peut supposer U et V premiers entre 
eux, les facteurs U — aV, ... le seront aussi. Or on a 
identiquement 

— a(V^U — U^/V) = (U — aY)dV — Vd{V — aV); 

il en résulte que tout facteur double de U — a V est 
facteur de VrfU — UrfV, car ce facteur appartient à la 

dérivée -r- (U — «V). 
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En résumé, le polynôme AV*-f- BV'U -+-... jouil 
de cette propriété que ses facteurs doubles sont aussi 
facteurs doubles de U — aV, deU — |3V, de U — yV ou 
de U — dV, puisque ces polynômes ne peuvent avoir 
de facteur commun, et, par suite, ses facteurs doubles 
divisent UdV — VrfU. Si donc on suppose tous les fac- 
teurs de AV* -+• BV'U -4- . . . doubles, à l'exception de 
quatre d'entre eux, le polynôme T divisera 

Val] -^ VdV. 

> 

Si alors on suppose que Y et U soient de même degré p^ 
ou l'un de degré p et l'autre de degré p — i , AV* + . . . 
sera de degré 4p> T* de degré 4p — 4 ^^ T de degré 

UdV — V^U 

est évidemment de même degré, et, par suite, la for- 
mule (2) est satisfaite. 

On pourra donc effectuer la transformation d'une in- 
finité de manières, car on pourra d'une infiiiité de ma- 
nières déterminer les coefficients de U et V, de telle 
sorte que AV* -4- BV'U ... ait tous ses facteurs doubles 
à l'exception de quatre d'entre eux, U et V étant de 
degrés différents de zéro ou de i. 

Le degré de la transformation est le degré de celui des 
polynômes U, V qui possède le degré le plus élevé. 

TRAlfSFORMATION DU DEUXIÈME DEGRÉ. 

Nous n'avons pas à parler de la transformation du 
premier degré ^ on a vu que non-seulement elle réussis- 
sait toujours, mais encore qu'elle servait à la réduction 
à la forme canonique. 

Si Ton veut opérer la transformation du second degré, 
deux des facteurs V — aU, V — |3U, ... devront être 
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I 

des carrés parfaits, on devra donc poser 

U — aV = {mj ■+. m'Y, U — pV = (/îj -*- «')»• 

On en conclut 

U — aV__ {mr -\- m'Y 

ou bien, en observant que - = x, 

ar — a (/wj-hw')* 

On pourra ensuite déterminer w, m', n, n' de manière 
à donner à la nouvelle intégrale la forme canonique, 
mais nous n'effectuerons pas le calcul en disant toute- 
fois qu^il existe deux solutions à la question. 



MÉTHODE d'àBEL. 

Supposons que Ton désire calculer toutes les valeurs 
de y rationnelles par rapport à x, et telles que 

Si l'on pose 

P 

P et Q désignant des fonctions entières de degré (Jt, à 
chaque valeur de y correspondront fjt valeurs de x, et si 
Ton désigne par X{ et x^ deux d'entre elles, on aura 



dxx db djir^ 



Si l'on ëgale à du les deux membres de la formule 
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précédente, on aura, sî Ton veut, 

Xi =: sna, 
J7a= sn(adb: a), 

a désignant une constante*, on peut se borner à con- 
sidérer le signe -|-, car sn (a — u) = sn ( 2 K -4- u — a) 

et 2K — a est une constante. Ainsi, Tune des racines 

•p 
de Téquation^ = - étant représentée par sni/, les autres 

p 

seront de la forme sn(M + a). Si donc on pose - = ^{x)j 

on aura 

identiquement, et, comme on a aussiy = ij;(sna -h a), 
il faut en conclure 

par suite, les racines dey = ^{x) sont 



sna, sntt-l-a, snw + aa, snw H- 3a, ...; 

mais les racines de Téquation en question sont en 
nombre limité au plus égal k fi: il est facile d'en con- 
clure que les /x valeurs de x se décomposent en cycles 

sna, sn(a +a)j ••.> sn\u -h « — !«)> 
snw', sn(a'-i-a), ..., sn(tt' + « — la), 
* 9 

n désignant un sous-multiple de p. Si /x est un nombre 
premier, les cycles se réduiront à un seul. Nous exa- 
minerons en particulier le cas où |x est un nombre pre- 
mier impair. Les solutions dej^ = ^(o:) sont alors 

SHtt, sn(a-Ha), ..., sn(tt-i-|x — la); 
mais, sn(u -h\f-Oi) étant égal è sn 11, il faut que fxa soit 
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une période ; donc 

a = - (4K/?i •+■ 2K'/2V^— i). 

Mais l'équalion j^ = (|;(x) est de la forme 

(Ap, — B^)xi*-f- ... -+- Ao — B«/=:o; 
on en déduit^ pour le produit des racines^ 

A« — B.r 



X| â?3 . . • J?« !XI r; J 

Ap -- Bp,r 

et pour / une expression de la forme 

6' + bxiXj . . . Xjj 
On peut simplifier cette expression ; on a en effet 

Xi =sn(a-h« — la), 

x^^i z= sn(« H- fia — « — I a) =: sn(a — 1 — i a) , 

car /xa est une période, et, en faisant usage d'une for- 
mule connue, 

sn*a — sn*(/ — i)a 

'^''^'*-'"" I— >t»sn»asn'(i-i)a' 
on a donc 

sn/«(sn'tt — sn'a)(sn^tt — sn'2a). .. fsn'a — sn*^- a) 

XtXi,,,X^ = -? -— — r • 

(i — A-'snifsna) ... ( i — ^'sousn^- a) 

Le produit XiX%. , .x^ est ainsi exprimé à l'aide de la 
seule racine Xi = snu. Alors y prend la forme 

a' -hnff(xi) 
b •+■ ô(f[xi] 
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TllAMSFORMATION DE LANDEN. 

Considérons un demi-cercle tracé sur AB==2R 
comme diamètre : soient O son centre, P un point fixe 
pris sur AB, M un point variable de la circonférence, 
soient OP = a, MPO = tp, MAO = ©. Supposons que le 




point M se déplace infiniment peu et posons MAI' = dsj 
nous aurons 

ds sinM'PM 



{») 



MP sinPM'M 
Or 






É?f=2R^f, MP== v^.R' -l-fl'-h2ûRcos2(p, M'PM = £/>[», 

et MM'P est égal à - plus l'angle que OM fait avec MP 
ouPMO; (i) devient alors 

^R» + a»4-2«Rcos2y cosPMO 
Si l'on observe alors que 

R _ a 

sin^p sinPMO 
ou 

R sin PMO = a sin \|i , 
R' cos» PMO = R« — aHva} 4» , 
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ia formule (2) deviendra 

2^9 d'^ 



ou bien 

2 d<f d^ 

v/(a H-a)* — 4/iRsin'f "" y^R» — «^sio^^p 
ou enfin 

2 R df d^ 






R-f- « 
Posons 

ot nous aurons 

(4) ^R ^? J. ^4^ 

Le triangle PMO donne d^ailleurs 

a sin(2f — ^) 

— A"! — -, — j J 

R sm^ 

d'où 

I — A-| sin^p — sin ( 2 y — 4» ) 

I + X-| sin \j/ 4- sin ( 2 y — ij» ) 
OU bien 

(5) i^X-, _ tang(4;— y) ^ 

1 4- X*! t^ngo ' 

d'ailleurs les équations (3) donnent 

(6) .= ^, 

et la formule (4) devient 

L. Fonct* ellipt. 9 
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Voici comment on fera usage de ces formules : sup- 
posons que Ton veuille calculer 



/■ 

t/O 



d^ 



\Ji — k\ sin»\[; 



on calculera à l'aide de (6) un nouveau module k^ et à 
Taide de la substitution (5) (que Ton n'aura pas besoin 
d'effectuer réellement si Ton n'a pas besoin de faire un 
calcul numérique), on convertira l'intégrale proposée 
en une autre de module h^ donné par la. formule (6). Il 
esl facile de prouver que h<^k^\ en répétant alors la 
substitution, on peut ainsi obtenir ce que Ton appelle 
une échelle de modules de plus en plus voisins de un^ 
on pourra donc développer l'intégrale suivant les puis- 
sances de I — A, et Ton aura une série très-convergente. 
Je dis, en effet, que /t <^ A^i : c'est ce que prouve la 

I H- /* 
formule (6), car la moyenne arithmétique ^ de i 

et Ai est moindre que leur moyenne géométrique sfky : 
ainsi A <^ i •, donc on unira par rendre A < i. Suppo- 
sons déjà Al <[ I, on a 

donc \ ^ v^^ ^*> ainsi A>A"i, mais 'k<^v\ 

donc, etc. 

On peut donc aussi se donner h et calculer k^ -, si alors 
k est moindre que l'unité, on aura A'i < /r, et l'on ob- 
tiendra des modules tendant vers zéro^ quand A sera 
très-pelit, l'intégrale elliptique développée suivant les 
puissances de k sera rapidement convergentCt 

Il est facile de voir que, si l'on pose 

k = sinOy 
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on aura 

tang ( ip — <p ) = cos G tang^, 
ce qui simplifie le calcul logarithmique. 

SUR LES ÀPPLIGATIOirS DES THÉORIES PRÉCÉDENTES. 

Nous avons vu que toute intégrale d^une fonction ra- 
tionnelle de X et d^un radical tel que 



^ajc^ -¥■ bjc^ -\- cx^ -\- dx f e 



se ramenait à trois types simples ne renfermant plus 
que le radical 

V^A(i -h mx^) (i 4- m'x^]. 

Ce radical, dans lequel A, m, m! peuvent être supposés 
réels, comme on Ta vu, si a, &, c, J, e le sont eux- 
mêmes, peut se ramener au suivant : 

v/(i — x')(i — X-'x»), 

en faisant sortir A de dessous le radical et en posant 

mx* = — z* et = Â:* : mais alors k n'est pas néces- 

m *■ 

sai rement réel. Je me propose maintenant de montrer 
que l'on peut toujours supposer k réel et compris entre 
zéro ^t I, ce qui simplifiera évidemment la construction 
des Tables des fonctions elliptiques. 

D'abord, on peut toujours supposer A = ± i en fai- 
sant sortir sa valeur absolue de dessous le radical; enfin, 

on peut supposer m = dz i, en posant xsjm = ^, si m 

est positif, et xsj — m= z^ si z est négatif. Ainsi nous 
pourrons toujours supposer /n = ±: i et /w' = dt A*. Cela 

9« 



( l32 ) 

posé, on a vu et l'on vérifie très-facilement que, en po- 
sant k^ = I — A*, 

(i) Si u=snj:, on a ^= v'(i — «')(i— X-*z'), 



(3) . = dnx, ^=-*y- (._..) (.-!,..) 

(4) « = d^' ê=- v'-l.-.'K.-x'v»), 

(5) «=tnx, ^= v'(n-î')(i-i-Â"8'), 



(6) '=ïi' l=-*V('^'*K'"-F^'')» 

(7) 5 = cnx, ^=_^'0,_z.)^,+ ilj.j, 

Dans ces formules, on peut constater que le radical est 
partout de la forme 



yl±[i±z^)[i±k\z% 

et que l'on y rencontre toutes les combinaisons possibles 
des signes avec toutes les valeurs réelles et positives de 
h\^ en supposant h}<^i^ trois combinaisons exceptées, à 
savoir 



mais la première est impossible si le radical doit être 
réel, et les deux autres rentrent dans les formes (7) et 
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k k' 

(8) par le changement de -t^ ^ en « ou de -7- ^ en z. Nous 

n^en parlerons donc pas* 

Il résulte de là que toutes les équations de la forme 

CIJC 

s'intégreront par les fonctions elliptiques, et que toute 
intégrale de la forme 

/f[z, v/± (i + mz^) (i +//ïV)]£/2 
se ramènera â la forme 

ff[z, v/(i_«»){,_A|,')]rf,, 
où l'on aura 

Montrons sur un exemple la marche à suivre pour 
opérer cette réduction. Supposons qu'il s'agisse de l'in- 
tégrale 

dz ^ 

I 

en posant Ar, z = ^, on aura 

On posera \yoir formule (7)] 

\ __ k* 
AJ "" I — A>' 
d'où 
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et Ton aura 



{") 



''j\/(-^')(-»^F.«') 



On en conclut que 1^ est égal à en ( 7" " "*" co"st. ) , et 

par suite que 

/ z- I >5" \ 

yi — Ç'i=sn[ 1"""^ const. J . 

Si donc on pose 

z sera le sinus amplitude d'un multiple de u, et rintë- 
grale u sera ramenée à la forme voulue 

__j[^ Ç dz 

La méthode de réduction que nous venons d'indiquer 
a, sur celles que Ton enseigne, l'avantage d'être purement 
analytique; elle se retrouve facilement; si Ton n'indique 
pas la marche qui conduit aux substitutions à effectuer^ 
on peut hésiter longtemps avant de les retrouver. D'ail- 
leurs, notre méthode a l'avantage de donner immédiate- 
ment z exprimé en fonction de u au moyen des fonctions 
sn, en, dn. 

Voici d'ailleurs les substitutions à effectuer dans les 
différents cas pour réduire l'intégrale 

/F [a?, v^A(i H- mx^] (i + m'x^^^ax 
à la forme 

//[«, V^(i-z')(i-X^3')1^3 ou ^<I, 
d'après MM. Briot et Bouquet, i" édition, p. 194. 
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I** A positif, 772=: — /j*, 77i' = — 7i'", A > 7i', OU pose 



z 
/è 



2° A posi lif, 771 = A*, 77l' = A'% 



/lX= ^l — Z^, 

3** A positif, 771 = h\ ni= U\ A > y, 

hx=z — • 

v/i — «* 
4° A négatif, 77i = — A', 77i'= A'*, 

hx=. * 

5*» A négatif, 771 = — A% 77i' = — A'% A > A', 



h'x = ^l^—j^Z^. 



Quand on a ramené le radical à la forme voulue, il 
reste encore à calculer les quantités que Ton a désignées 
par K et K' et dont dépendent les périodes. A cet efiet, 






on calcule d'abord la quantité q = e ^ ^ on part pour 
cela de la formule 

dnx = ^^'P,. 
0(x) 

Si Ton fait j: = o, on a 

rp_ e(o) __ 1 — 27 -f-s^*— 27» — ... ^ 
0,(0) I + 27 -h 27* 4- 27® + . . . 

On pourra résoudre cette équation par la méthode du 
retour des suites. Quand on connaît 9, K se calcule fa- 
cilement, et, en effet, on a 

sn a: i H [x] 
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et, pour j: r=: 09 

I H'fo) 

£n faisant, dans l'expression de snx, a: = K, snj? de* 
vient égal à i , et l'on a 

^ I HfK) , 

donc 

H-(o)e(R) 

H(K)0(o)* 

H W 
Remplaçons H'(o) = lim pour x = o, 0(K), H(K) 

ei @(o) par leurs développements en produits, nous 
aurons 

ou 



/2K 



_ (i-y)(i-7')..,(i4-y)(i-f-iy»)...(i4-7)(i4-7')..'> 

C'est précisément la valeur de 0i(o), 
On a donc finalement 



V 



2K , . ^ . 

— =0,(0) =1 -4-2^ 4- 29*4-2y»-h. .,, 

TT 



d'où Ton conclut K. 

Mais il est clair que l'on pourra aussi calculer K et K' 
par les formules 

K'= / , 
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en les développant en série. Si h est voisin de Tunité, K 
sera donné par une série peu convergente^ mais K^ sera 
alors donné par une série très-convergente. Pour aug- 
menter la convergence des séries, on pourra employer 
la transformation de Landen. 

Le développement en série de K, par exemple, se fera 
comme il suit : 



[[i^x')[i — k^x^)]^ 



I I X* 1.3 fi^x* 



£ 



\li — x' 2 V^i — x» 2.4 v^i — 
dx 



x^ 



=^ha)'-{Hr-(^^)'--]- 

REMARQUE. 

Les formules (1), (2), . . ., (8) du paragraphe précé- 
dent conduisent à des formules curieuses que Ton peut 
rapprocher des formules élémentaires 

COSar = 5 smar= ; • 

2 2^ — 1 

Considérons, par exemple, la formule (5) ; on en tire 

Or z,' étant la tangente amplitude de a:, s'annule avec or: 
on doit donc prendre pour limite inférieure de l'inté- 
grale zéro^ mais alors on a 

y/— I z = sn ( A', X ^ — I ), 



ou bien 



tn [ky x) = sn (/•', X ^ — I ) , 
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OU encore 

sn (X-, jc) 



\!i — sn»(X-, a?) . V— I 

Il est clair que Ton pourrait obtenir ainsi une infinité 
de formules du même genre, mais qui seront plus ta- 
rieuses qu'utiles. 

RÉSUMÉ DES PRINCIPALES FORMULES ELLIPTIQUES, 
e [x]=zl — 2^005—- 4- 2^*C0S— 27'COS — = h.. •» 

K K A. 

0, (.r) = I -f- 2 <7 ces -- -h- iq* CCS -— h 2 7® COS — . . ., 

Iv K. ix 

TT / N \ , TX I . 3nx ^ . 5nx 

H [x] = 2q* sm — — — 2ûr* sin — — - + nq sin . . . , 

^ ' ' 2K ^ 2K 2K 

\ nx -J ii:x V- ^^-^ 

EAx] = 2q* COS -— r -\- 2q COS — -- + 2ûr * COS——- -+-..., 
^ ' ' 2K 2K 2K 

c=(i-9')(i-^0(l-^«)..., 
(x) = cf I — 2<7COS^ -^ çA (l—- 27' COS— +<7*j . . . , 

0, (ar) =cf I + 2^cos^ 4-7M ( ï + 2^* cos— H- ^M . . . , 
H(x) = 2cç*sm-— Il — 2y'co5— -f- çM II — a^^cos— 4- g* 

H,(«) = icq* COS—— f H- 2g' COS— -^ q*\ ( H- 29*cos— + gM 

®{—x)z= (x), 0, (— x) z=z 0, (jc), 

H(— x) =— H(a;), H.(— ^) = H.(a:), 

(or + K) = 0, (x), (« — K) == 0, [x), 

0, (jc -f- K) = [x), 0, (a: — K) = (.r), 

H(^-hK)= H,(a:), H (ar — K) =- H,(^), 

H.(x +- K) == - H (x), Ht(i- - K) = H (xj, 
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e [x-i-^K.) — 


eW, 


0,{x-i- 2K) — 


e. W, 


H(x-|-2K)— - 


• H W. 


H,'j--»-2K)— - 


■H.W. 



Sî Ton fait 



e 
on a 



* =A et e *K ^ V ^ __g^ 



e (or -h 2K' V^) = — A0 (;r), (j: + K' v~) = v/^BH (x) , 
e, {x H- 2KV^) = A0,{x), 0, (j7 4- kV-'Ï') = BH, [x\ 
H (x -t- 2R'v^:=T) =- AH (or), H (a: -4- KV^) = ^3Tb0(x), 
H.(x + 2KV^) = AH,(.r), H.(x -4- KV-T) = B0.(x). 
[x] s'annule pour x =z 2 ? K 4- ( 2y + i ) K' v^^ , 

H (x) * X = 2 1 K -i- 2y K' v^~, 

HiW >• X— (2/-hi)K + 27K'v/--î". 

K^ r ^ , ^^.^ r dx 

V/X- 0(.rj y X- 0(x) .^ ^ 0(ar) 

snx s'annule pour x^o et 2K, 
ena? • x^K, — K, 

dnx » j:=±:K+kV~, 



Périodes de snx=4l^» 2K'^— i, 

» cnx=4l^> 2KV--1 + 2K, 



■ dnjr=2K, 4K'^— i. , 

Infinis des trois fonctions ^ K' v^ — i, 2K + K' /— i. 
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, , ,, SDacD^ dn^zhsn^ cDa dna 

sn [a±h]=:. -^ r- — -y 9 

s 

, ... en a en bzn.sxï à sïïb An a Awb 
en {a±:b]= -i-- — ; — , 

- , , ,, ànaànb^ik'^snasnbcnavnb 
àn[a±b)=i ,, , rr. » 

Jk^sn^xdx = cj: — ^^ = Z(r), 



C=:8 



I — 27 + tî^* — 27 



9 



• • 



r 



9 — 4ç*+9ç* — ... 
Xr'sna en ^7 dna sn'or 



j. 



I — Â'sn^asn'a: 



c/o? = n ( jr, «) 

e(û) 2 '^efar + fl) 



PaSMIÈRES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. FORMULES 

FONDAMENTALES. 

Dans les applications du Calcul intégral, les fonctians 
trigonomé triques se présentent sous leurs formes in- 
verses quand on ne les introduit pas directement dans le 
calcul sous leur forme normale. Il faudra donc nous at- 
tendre à rencontrer par analogie les intégrales ellip- 
tiques avant les fonctions directes : aussi allons-nous re- 
venir un instant sur ces fonctions inverses. 

Nous avons posé 

(.) f ^;.^ =f(t)=f(^,,) 

t/o yi — A'sin^y 
et de là nous tirons 

sin f r= snFy 7 = amF| 
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Nous poserons encore, avec Legendre, 

(2) f^dff v/i-A^sin^y =: E(y) = E ((?, k). 

La fonction (i,) est l'intégrale de première espèce, l'in- 
tégrale E(y) est l'iniégrale de seconde espèce de Le- 
gendre : elle diflère de celle de Jacobi . On a 

La seconde intégrale est celle de Jacobi, qui se réduit 

sn*xdx quand on fait sin(j> = sinamor; 

o • 

nous la désignerons par J (9), de sorte que J (amx) = Z (x) 5 
nous aurons alors 

(3) E(?| = FW-J{î), JW = FW-E(?).' 

La fonction elliptique de seconde espèce E(cp) repré- 
sente un arc d'ellipse dont les coordonnées seraient 

9 est alors le complément de l'anomalie excentrique, et 
Ton trouve 



ds 






et, par suite, en prenant a pour unité, et en faisant 
1 — £« = A% 

ds = df^ ^i — A-^sin'y; 
on a donc 

ce qu'il fallait prouver. 
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Si, pour évaluer l'arc d^hyperbole, on posait 

a? = a 9 r=à -> 

2 2 

on trouverait 



Par une suite de transformations, on finirait par ra- 
mener cette expression aux fonctions elliptiques, mais il 
est plus simple de suivre une autre voie pour évaluer 
l'arc d'hyperbole; nous prendrons Téquation de celle 
courbe sous la forme 

ou 

à , 



Si Ton forme l'élément d'arc ds = yjdx^ -h rf^*, on 
trouve 



«' H x^ I dx 



d$ = 



a} 



0«.+^.)^«. + ^l±A^.^ 



f 



ce que l'on peut écrire, en posant d'abord - = x\ 



2( I*-h 

ds = 



à> + h^ ,\ ^ , 
x'^ I a dx' 



après quoi, conformément aux règles que nous avons 
données pour la réduction des fonctions elliptiques, nous 
poserons 



s/ 



x — 






\/l — x' 



' V 
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nous aurons alors 






s/i'-'-i'-,^^'-)'"*"'-"' 



Posons 

et nous aurons 

d<a aJi — X' 

ds =2 ^ -^ — ; ' 

Nous poserons 



(4) Y(ç)= r 



_ rf y/7— T» dff 



cos ? y/i — X-^sin^'ç 



Tare d'hyperbole sera donc représenté par aT (ç) et sim- 
plement parT((5>), quand a sera runîlé, La suite des 
transformations que nous venons d'effectuer revient à 
faire 



v/ 



I — k^ COS(p 



a: =: ax' = /ïy'i — k^ tang^ , 

ak ^i — X^sin'ç 
■^ "" y/i — X-^ cos? 



COMPARAISON DES ARCS d'eLLIPSE ET d'hTPERBOLE. 

Nous continuerons dans ce paragraphe le numérotage 
de formules employé dans le précédent et nous prou- 
verons d'abord que la foiiction T se ramène à E et à F 
(il est bon de remarquer que T est un cas particulier de 
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i'inlégrale de troisième espèce) ; on a 



Jo cos'(p\/i — /'sin'o 



Si Ton observe alors que 



\cos>V V^ S J 

Lcos'<pv^ V V J 

on aura, en intégrant et en ayant égard à (i), (2), (3), 



(5) tangtpv'ï — ^'sin^f = T((p) -4- (X-» — i) F(7) — E(f ) : 

la fonction T(y) se ramène donc à F(ç) et à E(9). 

Mais on peut aller plus loin, et exprimer T(y) au 
moyen de deux fonctions E d'amplitude et de modules 
différents. Ce théorème sera démontré si Ton prouve 
que F (y) peut être évalué en fonction de deux fonc- 
tions E; ce théorème célèbre, en vertu duquel un arc 
dMiyperbole peut être mesuré par deux arcs d'ellipse, est 
dû à Landen et porte son nom. 

Or la transformation de Landen permet d'écrire 

df^x I + X* r/<p 



sm' 



? 



et la relation qui en résulte pour les angles f et f 1 peut 
s'écrire 



(7) sin^ç, = -(i -I- Asin*5> — cos^^i — A'sin'ç); 
d'ailleurs, 

k=z • 

I -h/-, 

L. Fond, ellipt. 10 
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Si nous multiplions membre à membre (6) et (7), nous 
aurons 






— J(^„<p, ) = —-—- J(A-,(p)H j— F(/-,(p) ;^— sin©. 



ou, en vertu de (3), 



-i[F(*„ç.)-E (*■„?.)] 



mais la formule (6) donne 

en remplaçant alors F(A-i, Çi) par cette valeur, on a 

ce qui démontre le théorème énoncé. 



sou l'addition des intégrales de première ESPECE. 

Les questions traitées ci-dessus, quoique se rattachant 
à la théorie des fonctions elliptiques, pourraient se 
traiter sans avoir aucune notion de ces fonctions; il était 
bon de les signaler, parce qu'elles ont fait naître des re- 
cherches ultérieures et ont été le point de départ de la 
théorie: on saitqu'Euler avait deviné l'intégrale algébri- 
que de l'équation d'où dépend le théorème de l'addition 
des fonctions sna:, cnj?, dn;c. Il convient de faire^ con- 
naître ici une méthode géométrique due à Lagrange, qui 
a dû contribuer pour sa part à faciliter les premières 
recherches. 



( '47 ) 
Soient (f, ^, (i les côtés d'un triangle sphérique et C 
l'angle opposé à fx; posons 



sin'C 



sm'pi 



— =: k\ cosC = ± ^i — A^ sin^fA . 



Supposons actuellement que Ton fasse varier f et 4* en 
laissant {x constant, ainsi que Tangle C, nous aurons 



(i) cosfjt = cosy cos^l* ± siny sinip ^ i — k^ sin'^ ; 

mais, le côté [i variant seulement de position, ses extré- 
mités décrivent sur les côtés (f ettp des éléments d(f ei dtp 
dont les projections sur (i doivent être égales. Eu effet, 
soient AA' et BB' les positions voisines du côté (x^ si du 
point O où se croisent ces positions, comme pôle, on décrit 
les arcs BC, A'C, comme OB = OC, A'O = C'O, il faut 
bien que AC = WC. Or 

AC = d(f cos{tfj ia), B'C = i/iJ/cos(>I/,/x): 
donc 

(i(fCOs[(p, p) == d^ cos(ij/, fx), 
ou 

d<f^i — sin'(<j), ^jL) = d'^^i — sin'(>];,fA)} 
mais 

sin(<p,u) sinC _ 

sïn^ sinp 

donc 

sin(f, pi) = Â-sin>{f. 

La formule précédente donne alors 



.(2) d(f^i — Â^sm''^=dzd^^i — A'sin^f- 

La formule (i) est donc Tiutégrale de celle-ci, (i y est 
constant; si Ton fait alors (j^ = o, on a |ui = q>. Si l'on 
écrit (2) ainsi 

(3) ^.^= + -7=iL==. = o, 

10. 
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ou 

(4) F(ç) + F(^) = F(f*), 

F(|!x) désignant la conslanle, (xse réduîra à 9pour(p= o, 

et (i) sera équivalente à la relation transcendante (4)? 

la formule (i) devant avoir lieu pour jjl = o et ç = — ij^, 

il faudra alors prendre le signe — devant le radical. Que 

l'on fasse cp == ama, i|;= amfe, (X = am(<2-j- i), on aura 

alors 

cn{a -+- b) = ctiacnb — sDasn^dn(âf -h b). 

Celte équation, combinée avec les suivantes : 



cna = \/i — sn'a, 



fera connaître cn(aH-i)5 dn(a -f- b) et sn(a4-i) : on 
retrouve ainsi les formules fondamentales de l'addition 
des fonctions elliptiques. On peut retrouver ces formules 
en cherchant les lignes de courbure des surfaces du se- 
cond ordre : c'est ce que nous allons voir. 



LIGUES DE COURBURE DE l'hYPERBOLOÏDE^. 

On peut considérer les lignes de courbure de l'hyper- 
boloïde gauche comme les lignes bissectrices des géné- 
ratrices. Or les génératrices ont pour équations 

X Z X z 

- = - COS® -|-sm©, -::=-Sin4» — COS'»!/, 

a c ^ ^ a c 

Y z '^ Z 

V = -sin<p — ces®, -r = - cos4> + sin^I». 
b c ^ ^ b c 

Les paramètres ç et ?{/ servent à caractériser une généra- 
trice^ en les prenant pour variables, les équations difle-* 
rentielles des lignes de courbure prennent la forme 
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équations dans lesquelles on a 



^-iMï-m'H^'' 






-'^'-(l)'-(r) 



en efTectuant les calculs, on a 

^i — sin^ ^dff = ± ^i — sin'çéf-j», 
ou bien 

^y ,0,. ^ _^ 



^i — sin'y v^i — sin*>|i 

d'où fou conclut Téquation des lignes de courbure sous 
forme finie. Il est assez curieux que l'on puisse ramener 
ainsi aux fonctions elliptiques la solution d'un problème 
résolu par une loul autre voie. 

9 

l-HÉOREME DE PONGELET. 

Voici encore une interprétation très-curieuse du théo« 
rème qui vient de nous occuper : considérons deux 
cercles intérieurs l'un â Tauire; soient R et r leurs 




rayons et PQ, PQ' deux tangentes infiniment voisines 
menées au cercle de rayon 7*^ soit 00' la ligne des centres 

arcAP = 2yR, arcAQ = 2\|;R. 
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On aura 

mais les triangles semblables PPIVI, QQ'M donnent 

PF _ MP __MP. 
QQ'~MQ'""MQ' 
ainsi 

^(p _ MP 

or, à la limite, le point M vient sur le cercle r au point 
de contact de PQ, et Ton a 

MP'=: ÔT' — h = R^ -h fl» — r' -f- -iRa COS29, 

SÏQ*=: Wq' — r>z= R2 4- a> — H -+-^Rfl cos2>}i: 

on a donc 

flf / K^ -h Oi — r' -f 2tfRcos2«p 

d^^ V R^ -f- ûr2 — H -h 2ûRcoS2i|» 

__ /(R4-rt)'~ r' — 2aRsin2y^ 

""* V (R -i- «)' — z^— 2aRsin»ip' 
Si l'on fait 

on a Téquation connue 

. ' V'i — ^'sin^y ^i — ^'sin»4^ ' 

d'où Ton peut conclure une construction géométrique 
de son intégrale. Mais on peut en déduire un résultat 
nouveau. 

L'équation précédente devient, en intégrant, 

Jnf d(f /»^ dif 

_ >/^ dji 
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et fx est la valeur de ^ pour ç = o. On voit que fi ne dé- 
pend nî dey ni de ^] si donc, à partir du point cp, on 
mène une seconde tangente QR au cercle intérieur^^et 




si Ton pose AR = 2;^, on aura encore, en posant 

X ^^ Jo i^ Jo v/m' 

en menant par R une nouvelle tangente RS, on aurait 
entre l'arc 2 0=: AS et Tare 2jj une relation analogue: 

les intégrales / —I:, / -^n» ... forment donc une pro- 

Jo V/* Jo V^^ 

rM du. 

gression arithmétique dont la raison est I --^• 

Supposons que le polygone PQRST soit fermé et que 
le point T coïncide avec A, le dernier des arcs 9, ^9 X' • • 
sera de la forme 9 H- 2 /ztt. Eu ajoutant alors les formules, 
telles que (2) et (3), on a 



Jf*? dfsf /»? -i-nTs d^ r*fi d^ 



ou bien 



Jr»f>^-/i7r dff /*/* fl?fx 



( ï52 ) 

donc le premier membre de celte formule ne dépend pas 
de f ; donc : 

S^il existe un polygone de m côtés inscrit dans un 
cercle et circonscrit à un autre, il existera une infinité 
de polygones de m côtés jouissant de la même propriété. 

Ce théorème est évidemment projectif et s'applique 
aux coniques : il a été découvert par Poncelet ; la dé- 
monstration précédente est de Jacobi. 

▲DDITION DES AUCS d'eLLIPSB. — THÉORÈME DE FAGNÂHO. 

Nous avons posé 

o 

Nous aurons alors 

Jo 

ou 

t/o 

' Psn'{x--y)dx = Z(x—y)-^Z(x). 
o 

Retranchons ces formules l'une de l'autre, en ayant 
égard anx relations 

, , , , 2sn.r cnr dnr 

s„(.+^)+,„(*_^) = ______, 

, , , , 2snr car dn^ 
sn [x -hx) — sn [x —x] = — --•, 



( «53 ) 
nous aurons 



I. 



^A'^ snx sny eux cnx ànar dnjr 

~^~^~'~~ ax 



(i — X' sxï^x sn^y-y 

= Z(^-f-^')-2Z(r)-Z(ar-j). 

Le premier membre est une dérivée exacte, si Ton ob- 
serve que 2snxcDxdnx est la dérivée de sn'x, rt 
Ton a 

2sn'.r snr cnr dnr „, . „, » „, 

/ -^ =z x-Kjr — 2ZCr ~z a--j^). 

Si Ton pose alors 

f = amx, i|; = am^, f* = am (j? -4-7), v = am(j? — y)y 
et si Ton observe que Zu devient J(amu), et que 

la formule précédente devient 



2 5in*(p sin^j' ces 4» v^ i — A^ sin^\|; 
I — k^ sin'ç sin'ç 

= F(fx) — 2F(>|*) — F(v)— E(|:x)-t-2E(^!;)+E(v); 

et comme F(fJi) = F(cf) 4-F(ip), 



I — A-' sin*y sin*>p ^^' ' ^^' 

si Ton échange q) et ij/, ji ne change pas, v se change en — v 
elle second membre devient — E(fx) — E(v) -h 2E((j)). 
En ajoutant alors à cette formule celle que Ton obtient 
en changeant a> en ^j;, et vice versa, on trouve [eu égard 
à la formule qui fait connaitre sn (x +J^)] 

E(ç) -t- E(^^)-— E(fA) = A-' sin^ sin\|; sin^. 
On obtient le théorème de Fagnano en posant a = -; 
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alors E(/x) est le quart d'ellipse; nous le désignerons 
par E et nous aurons 

(i) F(ç) -+-E{^I/) — E = ^» siny sin^^. 

Entre les angles 9, ^, /x, on a la relation 



cospnrcosy cost]; — siuç siiiAp ^i — X''sin*|ui. 
Si alors on fait /Jt = -» on a 



o = cos^ cos^ — sinç sin"»|; ^ i — X-' 
ou 

(2) tangy tang\|; = -7= — ou b tang^ tang\|i = i. 

V I — k^ 

La formule (i) montre que, si les arcs d'ellipse E((p) et 
E — E(vp) sont tels qu'ils correspondent à des anoma- 
lies (p, 4* satisfaisant à la formule (2), leur différence est 
rectifiable. Les équations de Tellipse sont 



X = sin <p, yz=i\Ji — k- cos^ = b cos^ • 

Si Ton cherche la distance / du point cp de F ellipse à la 
perpendiculaire menée de l'origine sur la tangente, on 

trouve 

^Uang<p 
« ^= — — * 

V^(^>'tanj'* + i) (iH-tang'y) 

En chassant les dénominateurs, on trouve une équation 
du quatrième degré en tangf , à savoir 

6* tang*^ -h tang*^ (i-*-^« — --j-4-i = o» 

Soient cp et i{^ les deux solutions de cette équation, on en 

déduit 

b tangf tang^p = i. 

L'identité de cette formule avec (2) montre de quelle 
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façon doivent être construits les angles (f et ^. On voit 
que les arcs E(<y) et E — E(4') auront une différence 
rectifiable, s'ils sont choisis de telle sorte que les nor- 
males menées par leurs extrémités soient à des distances 
égales du centre de l'ellipse. 



SUR LES AUCS DE LEMNISCÀTE, 

La lemniscate est, comme Ton sait, une courbe telle 
que le produit de ses rayons vecteurs issus de deux points 
fixes est constant. Son équation en coordonnées po- 
laires est, en prenant pour axe polaire la droite qui joint 
les points fixes et pour origine le milieu de cette droite, 

r* — 2a*/^ cos2d -f- û* =: b*y 

na désignant la distance des points fixes et b une con- 
stante. 

M. Serret, dans un Mémoire inséré au tome \'IIIdu 
Journal de M, Lioumlle^ a montré que toute fonction 
elliptique de première espèce pouvait être représentée 
par deux arcs de lemniscate. Voici son analyse ; 

Soit - <^ I , la- courbe se compose de deux branches 

distinctes. On pose — = sinaij^. Soient s\ et (j\ les deux 

arcs de lemniscate, dont les extrémités ont pour angles 
polaires d« et di , on a 






®» V COS2 -♦- \/cos'2Ô — cos'2-J; , 

- /j^Q 

Q V COS'20 — COS'2^ 

®» V COS2 9 — V^COS^2Ô — COS^2\(» 
Q ^ CCS* 2 9 — COS^2j< 



dû 



( '^) 

On déduit de là, en ajoutant et en retranchant, 

5; +(7! = 1/2— / - 

^ '^ Jg^ s/cosafl-cosH 

Si l'on pose, dans la première formule, 

sin9^sin^ wny, 
dans la seconde, 

sinâ^cos^sinf , 



On voit que les modules de s\ ■+- >j\ et de s', — a\ sont 
complémentaires. 

Un calcul un peu différent conduit aux mêmes con- 
clusions quand on suppose - )> i ; mais alors ce sont les 

arcs correspondant à des rayons vecteurs perpendicu- 
laires qu'il faut désigner par ij, a\. 

La lemniscate de Bernoulli est la plus célèbre; elle a 
pour équation 

L'arc de celte courbe est donné par la formule 
Si l'on pose 
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on a 

do 



ds = a 



On en conclut, en complant convenablement l'an-, 



ou bien 



s 
On trouve aussi 



= a F I -> arc sin (y/â sinô) 1 



s 






AIRES DE QUELQUES COURBES. 

La quadrature d'une courbe du troisième degré ne dé- 
pend absolument que des fonctions elliptiques; pour nous 
en convaincre, plaçons Torigine sur la courba: l'équation 
de la courbe sera de la forme 

7i9 7i) ?s désignant des polynômes homogènes de degrés 
I, 2, 3. On peut l'écrire 

et, en posant 

on a 

ar'çafl,/) -l-2a:(p,(i,r)-*- (j),(i,r) = o. 

On en tire 

— 9, d=v?î — 9,«P3 
xz=z ; 

?3 
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en appelant alors R la racine d'un polynôme du qua- 
trième degré, on voit que x est de la forme/(r,R), où/ 

désigne une fonction rationnelle ; — et y = tx seront 

de la même forme, et par suite Tiatégrale 



f^'"=f^'i'' 



ne dépendra que des fonctions elliptiques. 

Lorsqu'une courbe du quatrième degré a deux points 
doubles, on peut aussi exprimer son aire au moyen des 
fonctions elliptiques. En effet, au moyen d'une transfor- 
mation homographique, on peut transporter les deux 
points doubles à l'infini : soit 

Téquation de la courbe ainsi transformée ^ on peut sup- 
poser que z = o, jC=o et z = o,y = o soient les 
coordonnées des points doubles. Quand on fera 

Z =: o, X = 

dans les formules 

àf àf âf 

a^ = o, - = o, -=o, 

elles devront être satisfaites ; les dérivées des termes du 
quatrième degré en x et y devront donc s'annuler pour 
X = o, ce qui exige que le terme en y* et le terme en xy^ 

soient nuls; la dérivée -r- étant nulle pour x = o, il faut 

que le terme en x^ soit nul également^ on verrait de même 
que les termes x^y^ et x^ ainsi que j^', disparaissent. 
L'équation de la courbe prend donc la forme 

4- Dx» H- Exj -h ¥y + Gx H- H/ 4- K = o, 
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et, si l'on résout cette équation par rapport à y, on 
trouve pour cette fonction une expression rationnelle par 
rapport à a: et par rapport à un radical recouvrant un 
polynôme du quatrième degré. 

SUR LES COURBES DE DEGRÉ ftl QUI OJST - (m l) (m a) 

POINTS DOUBLES. 

On sait que- (m — i) (m — a) est le nombre maxi- 

mum de points doubles que puisse posséder une courbe 
d'ordre m. 

Une courbe (V ordre m qui possède - (m — i) ('w — 2) 

points doubles est quarrable par les fonctions algé^ 
briques et logarithmiques (y compris les fonctions cir- 
culaires inverses). 

Il suffit de prouver que Vx et Vy de cette courbe sont 
fonctions rationnelles d'un même paramètre X \ pour y 

parvenir par les - (m — i) [m — a) points doubles D de 

la courbe 

d'ordre m^ faisons passer une courbe d'ordre m — 2. Celte 
courbé est déterminée quand on l'assujettit à passer par 

-(m — a) (m+i) points •, or , elle passe déjà par 

- (/» — i) (m — 2) points D : on peut donc l'assujettir 
encore à 

conditions. Nous l'assujettirons à rencontrer la courbe 
(i) en m — 3 points fixes que nous appellerons A 5 elle , 
contiendra alors dans son équation un paramètre arbi- 



( «60 ) 
traire 7., et cette équation sera 

Mais cette courbe (2) coupe (i) en m (m — 2) points; sur 
ces m (m — 2) points,' les points D comptent pour deux 
et équivalent à [m — i) [m -^ 2) points d'intersection ; 
si l'on y ajoute les m — i points A, on voit que 

[m — i) [m — 2) + /M — 3 = m^ — 21» — i 

points d'intersection des courbes (i) et (2) sont fixes et 
connus; il n'en reste plus que 

m[m — 2 ) — [m^ — 2iîi — i ) = i 

qui soient variables. Si l'on forme alors la résultante des 
équations (i) et (2), toutes les racines x de celte résul- 
tante seront connues et indépendantes de 1, à l'exception 
d'une seule que l'on obtiendra par suite à l'aide d'une 
simple division et qui sera rationnelle en X, Ainsi x et ^ 
s^exprimeront rationnellement en fonction de X. 

c. Q. F. D. 

Réciproquement, on peut prouver que, si x et y sont 

des fonctions rationnelles de "k delà forme ~tt > tttt» 

Q, ^, ^ étant de degrés m au plus, xety seront L^s coor- 

données d^une courbe d'ordre m ajant'-[m — 1) 

[m — 2) points doubles. 
Posons, en effet, 

z étant introduit ici pour l'homogénéité ainsi que \jl 
(nous supposerons ultérieurement z = i, |i = i). La 
courbe représentée par les équations (1) coupera la droite 

(a) fljT-f- ôj^-»- cz = o 
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en m points, car lesX d'intersection seront donnés par 
la formule du degré m 

«?(>.,/*) H- ^X(^»P) +t^(X,fx) = o. 

1 aura m valeurs et par suite x eiy auront m valeurs 
simultanées. 

Comptons maintenant les points d'inflexion ; ces points 
satisfont à Téquation (2) et aux suivantes : 



(3) 

(4) 



àx , dr dz 



'X 



a 



dV 



dÏÏ 



d'z 
"dXÏ = ^' 



or, en vertu du théorème des fonctions homogènes, ( 2) el 
(3) peuvent s'écrire 



(5) 
(6) 



'X 



a\ X* 



a\ X 



àV 



àV 



ixf 



d» 



X 



dXdjui 
d».r 



.» •_ 



dp^ 



-h . . . = O, 



dXd^ 



o; 



la résultante des formules (4), (5), (6) donnera les X des 
points d'inflexion. Or (5) et (6) se simplifient et peu- 
vent s'écrire 

d'2 



à^x , à^x 



d^jr 



d^ 



' dfx^ 

d'z 
dXd^ ' " dXdfi ' ^ dXd^a 

et la résultante cherchée prend la forme 



= 0, 



a 



= 0» 



d»^ 


i\\r 


d»2 


dx» 


dX^ 


dX' 


A^x 


d^r 


d'3 


dXd/z 


dXdpt 


dXdfx 


d^r 


d'r 


àH 


dfA' 


df*^ 


d^f* 



= 0. 



L. Fond, cllipt. 



II 
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Cette équation est manifesteinent du degré 3 (m — a)^ 
«ainsi la courbe considérée possède 3 (m — 2) points d'in* 
flexion. Or une courbe d'ordre m possède normalement 
3m ( m — a ) points d'inflexion \ celle que nous considé- 
rons en a donc perdu 

3/7} (/72 — 2) — Z[tn — 2) = 3(iii — '){''* — 2). 

Or on sait que les points dHnflexion ne disparaissent 
que parce quHls se trouvent remplacés par des points sin- 
guliers. Chaque point double faisant disparaître six. 

• . j'* n • 1 3 (/n — ilf'w — 2) 
points d inflexion, on en conclut que — ' ^ '- 

ou -(m — ^)[^^ — ^) points doubles se sont attachés à 

la courbe. c. q. f. d. 

Il faut bien remarquer que dans notre raisonnement 
nous avons tenu compte des points situés à Tinfini, ce 
qui résulte de Temploi des coordonnées homogènes. En 
second lieu, nous n'avons, en fait de points singuliers,, 
considéré que des points doubles, mais il est clair que nos 
énoncés devront être corrigés si les points singuliers, au? 
lieu d'être des points doubles, devenaient points tripW 
ou seulement points de rebroussement. 

Les théorèmes précédents sont dus à M. Clebsch qui 
les a établis, mais moins simplement, dans le Journal 
de Creîle (t. 64, p. 43), 

SUR LES COURBES d'oROKE m POSSÉnÀNT — 772 (/7l 3) 

POIIfTS DOUBLES. 

Les courbes d^ ordre m possédant - m (m — 3 ) points 

doubles sont quarrables par lès fonctions elliptiques. 

Pour démontrer ce théorème, considérons une courbe 

(0 /(*,r) = o. 
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d'ordre m, possédant - m (m — 3) points doubles D] ce 

nombre est égal à-(m — i)('w — a) — i» c'est-à-dire au 

maximum du nombre des points doubles moins un. 
Pour déterminer une courbe d'ordre /w — a, il faut 

"(m — 2) (m-h 1) conditions; on pourra donc assujettir 

une courbe d'ordre m — 2 a passer par les - m ( m — 3) 
points D et par 

-(m — 2)(/w + i) m (m — 3) — 1 = 111 — 2 

autres points de la courbe ( i ), que nous appellerons A. 
Cette courbe contiendra dans son équation un paramètre 
arbitraire X et pourra être représentée sous la forme 

mais celte courbe (2) coupe la courbe (i) d'abord en 
m [m — 3) points confondus avec les points doubles D qui 
comptent pour deux, et en m — 2 points A, ce qui fait 
en tout m* — 2 m — 2 points ; or les courbes ( i ) et ( 2 ) 
devant se couper en m (m — 2) points, il restera deux 
points que j'appellerai 6 sur la courbe (i) et par les- 
quels passera encore la courbe (2). Nous supposerons les 
points A fixes ^ les points B dépendront alors de la valeur 
attribuée à X; nous les déterminerons comme il suit : 
Par l'origine, imaginons une série de droites 

(3) r=a^, 

passant par les intersections A,B, D des courbes ( i) et 
( 2) ; les coefficients angulaires a seront racines de l'équa- 
tion 

(4) (ji — «Jfi)(r» — a«2)(ra — a^a).*. =0 ou R = o, 

1 1. 
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dans laquelle (j^i»/i)ï (^î,>'«)» ••• sont les solutions 
comniU])e& à(i) et (2); on peut supposer que j^ij^t el 
x^y^t soat les coordonnées des points 6. Alors on voit: 
i"* que Téquation (4) est la résultante de ( i), (2) et (3) ^ 
^^ que cette résultante est divisible par le facteur 

que nous représenterons par 

(5) Aa^ + aBatH- C = o ou R, = o, 

et qu'il sera facile de former. Ce facteur fera connaître les 
coefRcients angulaires des droites allant de l'origine aux 
points B 5 3® la résultante R = o pouvant s'obtenir en 
éliminante entre 

y(j:,aj:) = o et «j> (a:, a.r ) -f- >i|*(a;,aj:) = O 

sera de degré m par rapport à X-, mais comme, dans cette 
résultante, x^^jz^ ^*^J'4^ • • • sont indépendants de X, le 
facteur Aa* -h 2Ba -f- C le contiendra seul et par suite 
l'équation (5) sera du degré m en X. 
On tire de (5) 

(6) a=. , 

en ne considérant que Tune des valeurs de a ; la valeur 
correspondante de x s'obtiendra par les considérations 
suivantes : soient a,-,- et i/y les coefficients de x'j*' dans (y 
et ^ et Cij = Uij' H- X i,y, faisons varier a,y, fe,y, auy b^ de 
manière à ne pas altérer la résultante R^ = o", les Quan- 
tités X ne varieront pas, et l'on aura 

flR, ,^ dR, ,^ 
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cette dernière formule peut s'écrire 

et l'on en conclut 

de là plusieurs manières de se procurer x en fonctloi 

rationnelle de a et de X, par exemple au moyen de 

l'équation 

* dR, dR, 



dC,o dC 



00 



Maintenant revenons à la formule (6), pour étudier la 
quantité B* — AC placée sous le radical et la décom- 
poser en facteurs. Pour cela annulons-la : l'équation 
R^ = o aura une racine double^ les droites allant de 
l'origine aux points B seront confondues, ce qui peut 
avoir lieu : i° soit parce que les points B sont en ligne 
droite avec l'origine; a° soit parce que les points B sont 
confondus. 

I** Supposons d'abord les points B en ligne droite avec 
l'origine, x doit être indéterminé ; donc, dans les for- 
mules (7), les —^ doivent être nuls. Or on a 

dR, _ yi dR^ dC/y __ ^ dR^ ___ 
dX ~ 2- dCy "dT "" 2i dC,y ^'>'-^' 

mais, l'équation (5) ayant une racine double, on a aussi 

dR, 

17 = ^5 

or, quand on pose -p ^ = o ou Aa-HB = o, ou a == — - • 

Ri se réduit à 

B' — AC 
R.= : ; 
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en égalant -rr à zéro, on a alors 

(lA 

I d(B^ — AC) A .„, ^^, 

A dX ^ ^^(B-~AC)==.o; 

donc enfin B* — AC s'annule en même temps que sa dé- 
rivée pour les valeurs X pour lesquelles deux points B 
sont en ligne droite avec l'origine; B' — AC aura donc 
autant de facteurs doubles qu'il y aura de valeurs de X 
pour lesquelles les points B sont en ligne droite avec To- 
rigine, et l'on pourra écrire; 



2^ Supposons maintenant les points B confondus, les 
valeurs de X pour lesquelles cette circonstance se présen- 
tera s^obtiendront en exprimant que les courbes (i) et 
(2) se touchent : alors aux points de contact on aura 

ùx \qx ax) dj \Giy Qy] qz \dz dzj 

en égalant ces rapports à -9 en chassant les dénomina- 
teurs, puis en éliminant p et X, on trouve 
(8) J = o, 

J désignant le déterminant dejf, cp, ^. L'équation (8) est 
celle de la jacobienne des courbes^ = o, y = o, (p = o ; 
or on sait que (Salmow, Leçons d* Algèbre supérieure, 
traduites par Bazin, p. 72) si les courbes ^ = o, vp = o 
sont de même degré : i^ la jacobienne passe par les points 
communs aux trois courbes; 2? sif=o a un point 
singulier en D, la jacobienne y a un point singulier avec 
les mêmes tangentes et par conséquent coupey== o en 
six points confondus en D ; 3° la jacobienne touche la 
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courbe /'aux points A et par conséquent y coupe f en 
deux points confondus. 

Or la jacobienne est de degré 

m — i-|-2(/7î — 2) = 3/w — 7; 

elle coupe/ =0 en m{Zfn — 7) points dont il faut dé- 
falquer les points D au nombre de 

6 — m[m — 3) =3m(/?i — 3), 

•et les points A au nombre de 2(m ^ — 2) •, il reste donc 
m{Zm — 7) — 3m{m — 3) — 2(m— 2)r=:4 

points où la jacobienne peut rencontrer f:= o et par 
«uite où la courbe (2) peut toucher (i), et par suite 
quatre valeursdeipour lesquelles B* — 4ACs'annulepar 
le fait du contact de (i) et (2). Le polynôme V est donc du 
quatrième degré en X^ d'où il résulte que. Ta et par suite 
l'a: et Vy d'un point variable B de la courbey*= o peu- 
vent s'exprimer rationnellement en fonction d'un para- 
mètre X et d'un radical de la forme 



y/ V -h al^ H- pÀ^ -h 7X -f- ^, 

ce qui démontre le théorème énoncé plus haut. 

La première démonstration de ce théorème est due à 
M. Clebsch [Journal de Crelle, t. 64, p. 210). 

Beniarque. — On pourra représenter les coordon- 
nées x, y de la courbe (i) sous la forme 

â Taide d'une transformation rationnelle opérée sur la 
variable X \ si l'on fait alors X = sn^, on aura 

xz=z(j[sxït) -f-sn'^H(snf) 
^=:K.(sn/) -h SQ'rL(sn/), 



G, H, K, L désignant des fonctions rationnelles. En 
effet, le radical entrera si l'on veut dans x et y sous 
forme linéaire ; or il est égal à en t dn t^ c'est-à-dire à su'f . 

G. Q. F. D. 

Ainsi, quand une courbe a son maximum de points 
doubles moins », ses coordonnées sont des fonctions ra- 
tionnelles d'un même sinus amplitude et de sa dérivée, 
ou, si Ton veut encore, sont des fonctions doublement 
périodiques de même période d'une même variable 

QUELQUES COURBES REMA.1\QUABLES DONT L 'ÉQUATION 
DÉPEND DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

Lorsque Ton cherche une courbe plane dont le rayon 
de courbure soit proportionnel à l'inverse de l'abscisse, on 
est conduit à l'équation 



«/o 



dx. 



cY 



Cette courbe est une élastique, on la rencontre encore 
quand on cherche parmi les courbes isopérimètres celle 
qui engendre le volume de révolution minimum ; en 
transformant convenablement les coordonnées, on peut 

prendre c = o : alors on a -~ = o, quand a: = o, et 



y 



Jr x^dx 
o \l a^ — x^ 



OU 



__ r^ x^dx 
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. X 



Sî Ton fait - = f, on a 
a 






^2 

or, en prenant le module X: égal à ^ » en sorte que /t* == A'*, 

2 

on a 



cn'ô = — — v^(i— cn2ô)(i -f-cn'e)-, 

2 



si donc on fait 



fo. 



f=:cnô, €it = — ^^ \/[ï —t^) [i -^e^)dB, 



on aura 



Je ^ ^ J$ 

. la limite inférieure est d'ailleurs arbitraire si Ton choisit 
convenablement Torigine : on a alors 

X = a cnÔ. 

La courbe de M. Delaunay engendrée par le foyer 
d'une ellipse ou d'une hyperbole qui roule sans glisser 
sur une droite a pour équation 

( .r» ± b^] dx 
dyr- ^ ' 



\Jl\iûx^ — [x^±ib^y 



son abscisse et son ordonnée s'exprimeront facilement 
aussi par les fonctions elliptiques. Dans celte courbe, la 
moyenne harmonique du rayon de courbure et de la 
normale est constante. 
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Sun LE MOUVEMENT DE ROTATION AUTOUR d'uN POINT 

Les équations du mouvement d'un corps solide qui 
présente un point fixe et qui n'est sollicité par aucune 
force extérieure sont, comme on sait, 

A^=(B-C),., 
(i) ^Bg=(C-A)/p, 

A, B, C sont les moments d'iueriie principaux rela- 
tifs au point fixe; p, q^ r sont les composantes de la ro- 
tation instantanée autour des axes principaux relatifs 
au même point; enfin, t est le temps. 

L'analogie entre les équations (i) et celles qui lient 
entre eux sno:, en x, dn:i: et leurs dérivées est telle, que 
Ton est tenté de poser 

/? = acng'(f — t), 
7=psng'(r — t), 

a, |3, y, gf, r et le module h désignant des constantes ar- 
bitraires*, et Ton satisfera effectivement aux formules (i) 

si, observant que 

cn'j: = — %nx dnjc, 

sn'arr=: eno: dn^Ty 

dn' xzn — X' SD -c cnx, 
on prend 

^V(A-B)(A--' 



C) 



^"^ 1p=V(X3'' 



B)(B — C)' 



. / AB 



C)(B-G) 
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Ces formules, auxquelles on est conduit ainsi par la 

méthode des coefficients indéterminés, fourniront pour 

ûf, P, y des valeurs réelles si l'on a A > B > C, ce qu'il 

est toujours permis de supposer. 

Les trois arbitraires de la solution sont g^k^ t. On 

peut faire abstraction de la dernière t, et, en comptant 

convenablement le temps, poser 

(2) p = ctcnge^ q=psngty r = ydngi. 

Les formules (i) sont donc intégrées. 

Mais, pour résoudre complètement le problème, il ne 
suffit pas de connaître p, 9, r, il faut encore calculer 
les valeurs des angles d, f , ^^ qui, dans les formules de 
transformation de coordonnées d'Euler, servent à définir 
la position des axes principaux d'inertie par rapport à 
trois axes fixes passant au point fixe. On démontre dans 
les Traités de Mécanique que l'on a 

d-h dB 

J3 = sin (p sin -;^ 4- cosç-t-j 
'^ ^ dt ' dt 

. d^lt . dB 

(3) \ 7= cosfpsinG -T^ — siny — » 

do d'h 

r=:-i 4-COSÔ--Î-. 
dt dt 

Prenons Je plan du maximum des aires, ou plan inva- 
riable, pour plan des xy* On sait que A/?, 6(7, Cr sont 
les moments des quantités de mouvement relatives aux 
axes principaux. Si donc on désigne par G la constante 

des aires \/A*/?* H- B'ç* -h Cr* , on aura 

A/? = Gcos{«,A), B^ = Gcos(z, B), Cr= Gcos(«, C), 



ou 



bien 



kp = G sindsin^ , 
(4) ^ B<7 = GsinOcosip, 

Cr = Gcosô. 
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La constante G est facile à calculer au moyen de k et 
de g. De ces trois formules on tire 6 et cppi reste à cal- 
culer l'angle ^. Pour cela, entre les formules (3), éli- 



minons -7-> nous aurons 
dt 



d^ 
/7sinç -+- ^cos9 = sinô--ï- 



ou 



__ ;>siny-^ ycosy ^^ 
'*' sine 

Eliminons f et 6 de là, au moyen des formules (4)t 
nous aurons 

ou enfin 

Posons, pour abréger 
(6) gt = a:\ 

nous aurons alors 

G Aa*cn»jr4-B6»sn*j: , 

av = dx* , 

^ g A'a^en^x -f- B^P'sn'ar 

Remplaçons cu^x par i — sn*j:, et a, p, y par leurs 
valeurs (a); nous aurons 



Posons 



G B — C + (A— B)sn»x ^ 

a w = dXm 

^ g'A(B — C)-f-C(A — B)8n'« • 



et a sera réel, puisque sna est une fonction impaire; 
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nous aurons alors 

B — C 



ou 



,, G A-B +''"'' 
g^ sn'x — su^a^ — i 

C / 

^ sn'a: sn^a J — i 

^xp = -7; — p-^- rf'jp. 



ce que l'on peut écrire 



(8) 



, G rAsn^a: — Csn'ûi/ — i 

S^^ J sn'j? — sn'a\/ — i 



Désignons par V{x) la quantité placée sous le signe f^ 
en sorte que 

Nous allons, pour pouvoir intégrer, décomposer F(x) 
en éléments simples, par la méthode de M. Hermite, 
Nous désignerons par F l'intégrale de 

prise le long d'un parallélogramme de côtés 2K et 

2 K' yj — I (périodes des fonctions elliptiques). Cette quan- 
tité F est indépendante de x ; elle est égale à la somme 
des résidus de la fonction f[z) pris à Tintérieur du pa- 
rallélogramme en question. Si Ton suppose que ce pa- 
rallélogramme contienne le point a:, le résidu relatif à 
ce point sera F(j;),' quant aux résidus relatifs aux autres 

infinis a \/ — i et — ayj — i, ils sont de la forme 

W{asf~—x) 
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multipliée par la limite de 

(x — a\/ — i) ( Asn'a: — Csn^a\/ — i) 
sn'ar — sn^a ^ — i 

pourar = asf—i 5 or cette limiite est 

(A — Clsn'ûs/^^ (A — C)sn»/is/"^ 

— ^ ■ z:= OU T= = ^ 

2sn« v^ — i sn a^ — i 2sua^ — i cna^ — idna^ — i 
ainsi donc on a 

A sn' j? — C sn'a sT^ i 



r = 



I n'ias/— I —x) (A — C)sn»/7v/— ^ 

H — 



^il[a^ — I — x) sx\a\j — icna v^ — I dnfly/ — i 

I W{asl— I +^) (A — C)sn'fl\/— i 

2H(flV^ — i + x) snfl^ — icna^ — idaa^ — i 

ou bien 

_, , Asn'or — Csn^aJ — i 

F(jr) = 1 

sn^ x — sn^fly/ — I 

I (A — C)sn«v/ — I 

^cnay — i dn^y/ — i 

Substituant cette valeur dans (8), on a 



(9) 



Gr 


a?-f- 


iG(A--C) snav^— î 
2 ^Ati cnûV—idnûV — 


l 






Xlog-^ 


■ a ^ — 

/ 


T) 

• 

\ 





Cette formule se simplifie beaucoup quand on remplace 
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G par sa valeur. On a 

G' = AV-f-B^y*-4-C'H 

si (ce qui est permis, puisque G est constant) on fait 
o: = o, on a 

et, en remplaçant a et y par leurs valeurs [a), 

, ABC A/^rB— C) -+-C!A— B) 
^ A— C (A — B)(B-C) ' 



d'un autre côté, si, à l'aide de (7), on calcule en a\f—i 
et dn a ^ — i, et si alors on forme la quantité 

1 G(A — C) sngy/— i 

2 g'AC cDfly/ — i Ana sj — i 

on la trouve, réductions faites, égale à \ il en résulte 

que la formule (9) se réduit à 

Gr.x 1/— I . ¥i{x — a\l — \) 

On peut introduire, comme Ta fait Jacobi, la fonction 
à la place de H, en observant qu'à un facteur constant 
près on a 

L^HÏ 



«V — t 

X. 



H (0:4- â!\/— l)= (jp-H ay^— 1 +R'^ — i)e ^^ 

Si donc on fait a + K' = ?[> on aura, en négligeant une 
constante. 



V/— I , 0(.r— .Ç\/— I ) 



(10) ^= '■ — h ^^ lot» , 
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Rueb, en qâjfiant des formules données par Legendre, 
était parve|{^jpar une tout autre voie à ces résultats; 
Jacobi est aile plus loin en calculant encore les lignes 
irigonom^toques de ^ de manière à revenir, au moyen 
des formules d^Euler, aux neuf cosinus qui définissent la 
positic&^^Iu corps. Indiquons rapidement la marche qu*il 
a suivît 

La formule (lo), en ayant égard à (6), devient 

si l'on pose 



i/— I , e(a:—^\/—i^ Gr 

on aura 

et^se composera d'une partie proportionnelle au temps 
(et l'on pourra appeler la quantité n le moyen mouve- 
ment) et d'une partie 4*1 dont nous allons calculer le 
sinus et le cosinus. On a 



et l'on en conclut facilement cos^i et sintf^i. Pour plus 
de développements, nous renverrons au Mémoire de 
Jacobi inséré dans ses Mathematische Werke, t. XI, 
p. iSp, écrit en français. 



MOUVEMENT DU FENDULe CONIQUE. 

Prenons pour axe des z la verticale descendante du 
point de suspension, pour plan des xy le plan horizon- 
tal passant par le même point. Soient /* la longueur du 
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pendule, 6 sa colatitude, ^ sa longitude : le théorème 
des forces vives donnera 

(i) '^("7") -♦-'^sin'ô f-j^ j = 2gr cosB -^ a, 

et celui des aires 

(.) ^sin.ô(^)=.. 

a et c sont deux constantes dont nous allons fixer la 
valeur. Soient i^] = ^gho 1& vitesse initiale du mobile, 
h sa hauteur initiale au-dessus du point le phis bas; en 
faisant t = o dans (i), nous aurons 

rj = 2g^rcos9o + «, 
ou 

^gh^ = 2gh -+■ a ; 
d'où 

(3) a = ^g{/it'^h). 

Désignons par fz l'angle que i^o fait avec l'horizon. En 
faisant t = o, = 9o dans (2), nous aurons 

mais rsindo i'^) ^^^ ^§^^ à ^qCOSjx et rsindo est égal à 
y^r' — A*, on a donc 



(4) c= ^r^ — A' p. cosfx = ^ighf, ( r^ — h^) coSf*. 

Maintenant, entre (i) et (2), éliminons -—) nous au- 
rons 

dB\^ (2^rcos0 -f-«)r»sin^ô — r' 

r sin*ô 



{S)'= 



Si nous posons 
(6) rcos6 = 2, 
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( -78) 

nous aurons 

ou, en vertu de (3) et (4)9 

H(~y = 2^[(«-f-^.-A) (r» - 5») -/i.(r»- A») cosV]. 

Si Ton substilue à z, dans le second membre, 
— 00 , — r, A, H- r, on obtient des résultats ayant pour 
signes -f-, — , -f-, — ; on peut donc poser 

a, ^, y désignant des quantités réelles dont deux sont 
comprises entre — ret + r, et dont la troisième est né- 
gative et moindre que — /'. 

On sait que, pour ramener l'équation (8) à celle qui 
définit la fonction elliptique, il faut poser z = a + pu*î 
posons donc 

(6) 2 = a -f-y[>sn'«f; 

nous aurons, au lieu de (S), en écrivant s au lieu de 
sn(ùt et en désignant par Ai le module inconnu de sna>/, 

i*(2/^»*/?^* -h gp*) 

-f-5»[(i4- A») 2r>««p-4-^/?(2a— p — 7)] 

-i-2r»«'/? -h g[(i — p) (a — 7)=0. 

Cette formule aura lieu, quel que soit s y si 

(1 + X») «» r= 2a — p — 7, 



( ^79 ) 
En éliminant o) par division, on en tire 

A — p k^ />* 



,_l_X.a 2a— p — 7' I (a— p) (a — v)^ 

d^où, égalant les valeurs de A*. 

' 2a — p — 7 

En résolvant par rapport à p, on trouve — (a — 13^ 
ou — (a — y) ; alors A:* = ? ou ^* Pour que A* 

^ ' ' a — 7 a — p * 

soit réel, il faudra que a — 13 et a — y soient de même 
signe, ce à quoi ou arrivera en prenant pour a la racine 
positive la plus grande. Enfin, pour que A* soit moindre 

queFunité, on prendra p = — (a — P), /r* = ^^ et 

Ton supposera que y soit la plus petite des racines; 
alors on aura 



(10) . = ^^ 



-7). z.,_«-lP. 



a — 7 



2/^ ' - "' 



la formule (9) donne aldrs 

z = a — (a — P) sn' «/, 

ou bien 

ou, en vertu de (6), 
(il) rcosO = acn»»r-+- psn*»/ 

Maintenant, la formule (2) donne 

d^ c 

dt ~ Hsin»a' 
et, en vertu de (i i), 

cdt 
d^ = 



= ^*f i _+ î ^ 

ar \r — acn^tat — pfu'«r r-f- aco*«r -4- psn'ea/y 



( '8o) 
On a donc enûri 

2r I n' dt 

— (y — ?o) = 



'- c — 

-'J '-7 



e r — al .a — p 



r-4-a I °^~ P 1 , 

J r-h a 

*• 



Les deux intégrales qui figurent ici sont de seconde 

e 



espèce; — {^ — ^o) se composera donc d'un terme pro- 
portionnel à £ et de termes périodiques de la forme 

0'(«/ + t) 

0(0»/ -4- f) 

Si donc on imprimait au pendule un mouvement uni- 
forme de rotation convenable, son mouvement relatif 
serait périodique* 
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